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Zusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit dem Planar-Separator-Theorem (PST) von Lipton & Tarjan [1]. In
diesem Theorem wird ein planarer Graph durch das Wegnehmen einer bestimmten Anzahl von
Knoten (Separatorknoten) in zwei Teilkomponenten zerlegt. Dabei werden bei der Separierung
die Schranken 4 - \/n fiir die SeparatorgroBe und 2/3 - n fiir die Balanciertheit der Zerlegung
eingehalten, wobei n die Knotenanzahl des Eingabegraphen kennzeichnet. Das Theorem kann
man generell in drei Phasen einteilen. In der ersten Phase wird versucht, den Graphen anhand
eines Breitensuchbaums zu separieren. Falls diese Separation die Schranken des Theorems nicht
einhilt, so wird ein Teilgarph des Gesamtgraphen anhand von einigen Regeln ausgewdihlt und
trianguliert. Darin wird dann ein Separator gefunden, der in der dritten Phase zu einem Separator
des Gesamtgraphen, mit Hilfe des Breitensuchbaums in der ersten Phase, ergiinzt wird.

In dieser Studie untersuchen wir, welche Auswirkungen die im PST verwendeten aufspannen-
den Béume auf die Separatorgrofle und Balance haben und ob eine Verbesserung dieser Werte
durch geeignete Konstruktion von Bidumen, angepasst an die verschiedenen Phasen des Theo-
rems, moglich ist. Desweiteren wird der Einfluss der Triangulierung auf die algorithmische Per-
formanz analysiert und eine neue Variante der Triangulierung untersucht, die aus Kombination der
Breitensuche mit der urspriinglichen Triangulierung entstanden ist. Aus diesen Untersuchungen
ergaben sich einige Heuristiken, die auf verschiedene Graphklassen angewendet und getestet wer-
den. Durch die Anwendung dieser Heuristiken konnten deutlich kleinere Separatoren mit einem
geringen Zusatzaufwand gefunden werden, was dazu beigetragen hat, dass der Erwartungswert
der Separatorgrofe in praktischen Anwendungen sich stark verringert.






1 Einleitung

1.1 Vorstellung

Wenn man von den Planar-Separator-Algorithms spricht, dann versteht man darunter die Angabe
eines Algorithmus, der in einem gegebenen planaren Graphen eine kleine Anzahl von Knoten (Sepa-
rator) auswihlt und entfernt, so dass der Graph in zwei moglichst gleich gro3e Teilgraphen zerfillt.
Solche Separatoren spielen bei Graphalgorithmen, die auf dem Divide-and-Conquer Prinzip beruhen,
eine wichtige Rolle. Bei diesem Prinzip, wird ein Graph durch die Wegnahme der Separatorkno-
ten in zwei Teilgraphen zerlegt und der Algorithmus rekursiv auf die so entstandenen Teilgraphen
weiter angewendet. Die Gesamtlosung setzt sich dann aus diesen Teillosungen zusammen. Hierbei
geht die Separatorgrofe entscheidend in die Laufzeit des Zusammensetzens ein. Deshalb eignen sich
typischerweise eher kleine Separatoren fiir diesen Ansatz als gro3e Separatoren. Ein weiterer Faktor,
welcher in die Gesamtlaufzeit mit eingeht, ist die Rekursionstiefe des Verfahrens. Die Rekursionstiefe
hiangt von der Grofle der entstandenen Teilgraphen ab. Im Idealfall hitte man balancierte Zerlegun-
gen, bei denen die Teilgraphen etwa gleich grof} sind. Aus dieser Feststellung ergibt sich das folgende
Optimierungsproblem.

Problem: Minimum-Balanced-Separator-Problem.

Gegeben: Graph G = (V, E).

Gesucht: Eine Partition von V' in drei Mengen V7, Vb, und S, wobei S ein Separator mit minimaler
Kardinalitit ist, der V7 und V5 trennt, so dass:

Vil, Vo] < a-|V] und 1/2<a<1.

Dieses Optimierungsproblem ist fiir beliebige Graphen N P-schwer. Fiir « = 1/2 nennt man das Pro-
blem Minimum-Bisection-Problem. Es ist nicht bekannt, ob das Minimum-Bisection-Problem auch fiir
planare Graphen N P-schwer ist. Allerdings wurde 1977 von Lipton & Tarjan das Planar-Separator-
Theorem (abgekiirzt PST) bewiesen [1], in dem gezeigt wurde, dass in linearer Zeit ein Separator
gefunden werden kann, dessen GroBe kleiner als 4 - \/n ist und die zerlegten Teilkomponenten maxi-
mal 2/3 - n Knoten besitzen. Hierbei bezeichnet n die Anzahl der Knoten des Graphen.

Planar-Separator-Theorem (PST):
Die Knotenmenge eines zusammenhingenden planaren Graphen G = (V, E), n = |V| > 5, kann so
in linearer Zeit O(n) in drei Mengen V;, V5, S C V partitioniert werden, dass

1. S Separator, der V; und V5 trennt,
2. i, [Val < %,
3. 15| <4 /n.

Das Planar-Separator-Theorem kann man, was das algorithmische Verfahren angeht, in drei Phasen
einteilen. In der ersten Phase wird versucht, den Graphen anhand eines Breitensuchbaums zu sepa-
rieren. Falls diese Separation die Schranken des Theorems nicht einhilt, so wird ein Teilgarph des



Gesamtgraphen, anhand von einigen Regeln ausgewihlt und trianguliert. Darin wird dann ein Sepa-
rator gefunden, der in der dritten Phase zu einem Separator des Gesamtgraphen, mit Hilfe des Brei-
tensuchbaums in der ersten Phase, ergénzt wird. Man sieht also, dass einige aufspannende Baume im
Planar-Separator-Theorem benétigt werden, deren Struktur einen direkten Einfluss auf die Separation
haben konnte.

1.2 Motivation

Eine Hauptmotivation fiir diese Arbeit war die Untersuchung des PST in [10], bei der sich der Ein-
fluss einiger Freiheitsgrade auf die Qualitit des Separators als bedeutend herausgestellt hat, sowie
einfache Heuristiken, die sich ebenfalls als sehr performant erwiesen haben. Mit der Qualitét eines
Separators werden die Charakteristika einer Separation gemeint. Zum Beispiel die Separatorgrofie
und Balanciertheit der Zerlegung, anhand denen man entscheiden kann, wie geeignet eine Separati-
on hinsichtlich ihres Anwendungsgebietes ist. Diese Ergebnisse legten es nahe, weitere Freiheitsgrade
und Heuristiken zu untersuchen. Es stellt sich somit die Frage, ob nicht eine genauere Analyse der rest-
lichen noch nicht untersuchten Freiheitsgrade auch zu einer Verbesserung der Qualitit des Separators
fiihren konnten. In dieser Arbeit werden einige dieser noch offen stehenden Freiheitsgrade, nimlich
die Konstruktion aufspannender Bidume und die Tringulierung einer festen Einbetteung des Graphen,
niher untersucht und ihre Auswirkungen auf die Qualitét des Separators experimentell getestet.

1.3 Ziele

Hauptaugenmerk dieser Arbeit ist die Untersuchung aufspannender Baume fiir das Planar-Separator-
Theorem, sowie Triangulierungen zu diesem Zwecke. Grob gesehen kann man das PST, was die Kon-
struktion aufspannender Biume betrifft, in zwei Phasen einteilen, die den ersten beiden Phasen in
der Vorstellung des Theorems zugeordnet werden konnen. Die Intuition deutet darauf hin, dass in
der ersten Phase sich ein hoher Breitensuchbaum fiir die Separation eignet und in der zweiten Phase
ein niedriger aufspannender Baum. Eine genaue Analyse der Strukturen aufspannender Baume konn-
te es uns ermdoglichen, festzustellen, in welchem Mafie wir in der Lage sind, geeignete Bdume im
Hinblick auf die verschiedenen Phasen des Theorems zu konstruieren. Auflerdem werden wir die Tri-
angulierung wegen ihres Einflusses auf den Radius des Graphen bei der Konstruktion eines niedrigen
aufspannenden Baumes einbeziehen. Aus diesen Studien wollen wir einige Heuristiken zusammen-
stellen und auf unterschiedlichen Graphklassen testen und feststellen, ob insgesamt eine Verbesserung
erzielt werden kann.



2 Aufspannende Biume

Einer der Hauptziele in dieser Arbeit ist die Konstruktion aufspannender Baume fiir die verschiede-
nen Phasen des PST. Wie bereits erwihnt, deutet die Intuition darauf hin, dass in der ersten Phase
des PST hohe Breitensuchbdume und in der zweiten Phase aufspannende Baume mit einer geringen
Hohe von Vorteil sein konnten. Die Untersuchungen und Experimente dieses Abschnitts gehen dieser
Intuition nach. Wir werden versuchen hohe Breitensuchbidume und tiefe aufspannende Bdume zu kon-
struieren und uns noch anschauen, welchen Einfluss die Wurzelwahl in einem aufspannenden Baum
auf die Baumhohe hat. Insbesondere werden wir die Zentrumsknoten genauer analysieren, da aus die-
sen Knoten die niedrigsten Breitensuchbiaume und damit auch die niedrigsten aufspannenden Baume
konstruiert werden konnen. Die besten Ergebnisse aus dieser Studie werden dann, nachdem sie vorher
ausreichend getestet worden sind, im PST eingesetzt werden.

2.1 Grundbegriffe

Fiir die Untersuchung aufspannender Biume benétigen wir einige grundlegende Definitionen. Dabei
sei im Folgenden G = (V, E) ein einfacher ungerichteter zusammenhéngender Graph.

Ein Weg W = (vp,v1,...,v), mit K = 0 oder bei dem falls [ > 1 alle Knoten v;, i = 0,...,k
paarweise verschieden sind, hei3t Pfad. Ein Pfad aus n € N Knoten hat die Lange » — 1 und besteht
aus n — 1 Kanten. Sei P = (vp, . .., v;) ein Pfad mit der Linge k, dann ist vg der Anfangsknoten und
v, der Endknoten und alle anderen Knoten heiflen die inneren Knoten des Pfades. Ein u-v-Pfad ist ein
Pfad mit Anfangsknoten u und Endknoten v.

Den Abstand von zwei Knoten w, v € V definieren wir als die Lidnge eines kiirzesten u-v-Pfades in
G.

dist(u, v) = mingen, |u-v-Pfad = (u,l; ..., Ik, v)| mitl; € Vmiti =1,... k.

Ein maximaler u-v-Pfad ist ein Pfad zwischen den Knoten u,v € V, dessen Linge maximal in der
Menge aller u-v-Pfade ist. Ein maximaler Pfad in G ist ein Pfad, dessen Linge maximal in der Menge
aller existierenden Pfade in G ist.

Die Exzentrizitdt ex(v) eines Knoten v € V' ist der Knotenabstand des entferntesten Knotens zu v.

ex(v) = maxyey dist(v, u).

Der Durchmesser diam(G) eines einfachen ungerichteten zusammenhingenden Graphen ist als die
Linge eines lidngsten kiirzesten Pfades in G definiert.

diam(G) = max,cy ex(v) = maxy ey dist(u, v).

Der Radius rad(G) ist definiert als das Minimum der Exzentrizitit iiber alle Knoten des Graphen G.

rad(G) = min,ey ex(v).




Die Menge Z(G) € V, die alle Knoten aus V enthilt, deren Exzentrizitit gleich dem Radius ist, nennt
man Zentrum des Graphen G.

Z(G)={v € V | rad(G) = ex(v)}.

rad(G) = 2, diam(G) = 3, #Z(G) = 2 rad(G) = 2, diam(G) =4, #Z(G) =1

zZ
rad(G) = 2, diam(G) =4, #Z(G) =1 rad(G) =4, diam(G) =4, #Z(G) =8

Abbildung 1: Zentren in Graphen.

Aus den obigen Abbildungen ist ersichtlich, dass die Anzahl der Zentrumsknoten von Graph zu Graph
sehr stark variieren kann. Wie wir spéter aber noch sehen werden, kann man fiir Biume dennoch eine
Aussage tiber die Kardinalitit des Zentrums Z treffen.
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2.2 Zentren in Biumen

Viele Algorithmen zur Konstruktion aufspannender Baume wie z.B. die Breitensuche und Tiefensuche
benotigen einen Knoten als Startknoten (Wurzelknoten), aus dem der Baum konstruiert wird. Es wird
untersucht, welchen Einfluss die Wahl der Wurzel auf die Baumstruktur hat. Hierfiir zieht man vor
allem die Zentrumsknoten des Graphen in Betracht. Fiir diesen Zweck muss ebenfalls untersucht wer-
den, mit welchem zeitlichen Aufwand das Finden eines Zentrumsknoten verbunden ist. Ein zu grofSer
Zeitaufwand konnte die lineare Gesamtlaufzeit des PST beeinflussen und vielleicht die Aussage des
Theorems verletzen. Es ist also sinnvoll, diese offenen Fragen etwas genauer zu behandeln.

Fiir allgemeine Graphen miisste man fiir die Zentrumsuche quadratischen Aufwand investieren. In
Béiumen aber, die eine sehr spezielle Graphstruktur haben, gibt es einige interessante Feststellungen,
anhand denen man einen Algorithmus mit linearem Zeitaufwand zur Zentrumssuche angeben kann.
Durch das Finden eines Zentrumsknoten kann dann ganz leicht auch der Radius bestimmt werden.
Der Radius ist ein wichtiges strukturelles Merkmal von Graphen, durch dessen Kenntnis man sich ein
besseres Bild vom Graphen verschaffen kann. Ebenfalls von Interesse ist die Kardinalitidt des Zen-
trums. Im folgenden werden wir die Zentrumssuche in Bdumen aus einer ausfiihrlichen theoretischen
Sicht behandeln und zum Algorithmus der Zentrumssuche in Bdumen iibergehen. Hierfiir bendtigen
wir einige Hilfssétze, die spiter Verwendung finden.

Lemma 2.1 Zwei maximale Pfade in einem Baum haben mindestens einen gemeinsamen Knoten.

Beweis: Wir nehmen an, es existieren zwei maximale Pfade (v, ..., w) und (z,...,y) in einem Baum,
deren Knotenschnittmenge leer ist. Wihle nun einen Knoten u auf dem Pfad (v, ..., w) bzw. auf dem
Pfad (z,...,y), dessen Abstand in diesem Pfad zum Knoten w bzw. y groBer gleich der Hilfte der
Pfadlénge ist. Da ein Baum insbesondere ein zusammenhigender Graph ist, existiert ein kiirzester
Pfad (u, ..., z) zwischen den Knoten u und z. Wenn wir nun aber den Pfad (w,...,u,...,2,...,y)
betrachten, ist dessen Linge grofler als die Lénge eines maximalen Pfades und daraus folgt, dass der
(w,...,v) Pfad und der (z, ..., y) Pfad nicht maximal gewesen sind, was der anfanglichen Annahme
widerspricht. ([l

Abbildung 2: Zwei maximale Pfade in einem Baum haben mindestens einen gemeinsamen Knoten.
Jeden Knoten u eines (v, ..., w) Pfades, dessen Abstand zu einen der beiden Endknoten v oder w

des Pfades gleich | L /2] ist, bezeichnen wir als Mittelknoten des Pfades. Je nachdem ob ein Pfad eine
gerade oder ungerade Lénge hat, besitzt er zwei oder einen Mittelknoten.

11



Lemma 2.2 Die Mittelknoten zweier maximaler Pfade eines Baumes sind identisch.

Beweis: Seien der (v,...,w) Pfad und (z, ..., y) Pfad zwei maximale Pfade eines Baumes mit der
Knotenschnittmenge {u1,. .., u;} mit k aus N. Aus dem vorherigen Satz wissen wir, dass die Kno-
tenschnittmenge nicht leer ist. Nun gilt ohne Beschrinkung der Allgemeinheit:

dist(v,w) = dist(z,y) (1)

dist(w, ug) > dist(v,u1) (2)

dist(y, ux) > dist(z,uy) 3)

Unmittelbar aus dieser Feststellung kann man folgern, dass der (w, . .., uy) Pfad und der (y, ..., uy)
Pfad die gleiche Linge haben. Entsprechendes gilt auch fiir den (v,...,u;) Pfad und (z, ..., u;)
Pfad. Denn wire dies nicht der Fall und wire ohne Einschrinkung der (w, ..., u) Pfad echt lin-

ger als der (y,...,ux) Pfad, so miisste der (z,...,u;) Pfad echt linger als der (v,...,u;) Pfad
sein, da ansonsten die beiden maximalen Pfade nicht die gleiche Linge hétten. Nun wiirde aber der

(w,...,ug,...,u1,...,z)Pfad ein noch lingerer Pfad sein als der maximale Pfad des Baumes, was
ein Widerspruch zu der Annahme wire, dass die beiden Pfade (w,...,v) und (y,...,z) maximale
Pfade sind.
Somit gilt:

dist(w, ug) = dist(y,ur) und dist(v,u;) = dist(z, uq).

AuBerdem gilt:
dist(w ug) = dist(y, ug) < [n/2].

Knotenschnittmenge

Abbildung 3: Maximale Pfade und die Knotenschnittmenge.

Mit Hilfe der Ungleichungen (2) und (3) ist nun offensichtlich, dass die Mittelknoten der beiden
maximalen Pfade in der Knotenschnittmenge {u1, ..., us} enthalten sind und miteinander iiberein-
stimmen. n

12



Satz 2.1 Fiir die Anzahl der Zentrumsknoten in einem Baum G = (V, E) gilt:

1< #2(G) < 2.

Beweis:

Es reicht zu zeigen, dass die Mittelknoten eines maximalen Pfades die minimalste Exzentrizitit tiber
alle Knoten des Baumes haben. Sei z; ein Mittelknoten eines maximalen Pfades (v ...w) im Baum
und der Knoten 23, je nachdem ob zwei Mittelknoten existieren oder nicht, ein Mittelknoten oder ein
normaler Pfadknoten. Die Linge des maximalen Pfades im Graphen G bezeichnen wir mit L.

Es gilt fiir alle Knoten « aus V:
dist(z1,u) < [L/2] .

Speziell fiir die Endknoten des maximalen v-w-Pfades ergibt sich somit folgendes:

[(dist(z1,v) = [ L/2]) A (dist(z1,w) = [L/2])]
Vo [(dist(z1,0) = [L/2]) A (dist(z1,w) = |L/2])].

Fiir jeden Knoten ¢ auf dem v-w-Pfad, der kein Mittelknoten ist, ist der Abstand zu einem der End-
knoten v oder w grofer als der Abstand des Mittelknotens z; zu einem Endknoten.

dist(g, v) > dist(z1,v) oder dist(g,w) > dist(z1,w)

Sei nun u ein Knoten der nicht auf diesem maximalen Pfad enthalten ist. Dann gibt es immer einen
Knoten k auf dem v-w-Pfad, so dass:

dist(u,v) > (dist(k,v) + 1) oder dist(u,w) > dist(k,w) + 1.
Die folgende Abbildung veranschaulicht diesen Sachverhalt, wobei der Knoten « einem Knoten aus

der Menge {u;, u2, us, us} entsprechen kann und der Knoten % einem der Knoten aus der Menge
{kb 21y 22, kQ}

Uy U2 us Ug

¢ oo o

Abbildung 4: Maximale Pfade in Biumen

Da bereits bewiesen wurde, dass die Mittelknoten maximaler Pfade identisch sind, folgt somit, dass
das Zentrum eines Baumes genau den Mittelknoten eines maximalen Pfades entspricht. Ein maxima-
ler Pfad hat mindestens einen Mittelknoten und hochstens zwei Mittelknoten. Daraus ergibt sich die
Behauptung iiber die Kardinalitit des Zentrums von Bédumen. (|
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Mit Hilfe der bewiesenen Sétze kann man nun einen Algorithmus angeben, mit dem in linearer Zeit
O(|E]) die Zentren eines Baumes bestimmt werden konnen. Es wird hier von den Implementierungs-
details abgesehen und nur die Vorgehensweise des Algorithmus geschildert. Im Folgenden bezeichnen
wir einen Knoten mit Grad 1 als Blattknoten. Dabei entspricht der Grad eines Knotens der Anzahl
nicht markierter Nachbarknoten.

Fiir den folgenden Algorithmus setzen wir voraus, dass ein aufspannender Baum gegeben ist. Des-
weiteren seien Q1 und ()2 zwei Warteschlangen, die die Funktionen pop(), append(v) und clear(v)
unterstiitzen. Die Funktion pop() liefert das erste Element in der Warteschlange zuriick und append(v)
hingt das Element v an das Ende der Warteschlange. Die Funktion clear() 16scht alle Elemente der
Warteschlange.

Die Idee hinter dem Algorithmus ist die Tatsache, dass ein Mittelknoten auf einem maximalen Pfad
als letzter Knoten den Grad 1 annimmt und bis zum Schluf} einen Mindestgrad von 2 hat.

In Abbildung 5 wird der Ablauf des Algorithmus verdeutlicht. Die maximalen Pfade des Baumes sind
hierbei die gestrichelt eingezeichneten Pfade. Die Blattknoten werden in jedem Schritt rot markiert bis
zwei unmarkierte Knoten iibrig bleiben. Diese unmarkierten Knoten sind genau die Zentrumsknoten
des Baumes.

Algorithmus 1 : Zentrumsuche in Biumen

Eingabe : Aufspannender Baum B
Ausgabe : Zentrum Z(B) von B
Z(B) < Alle Knoten aus B

Fiir alle Knoten v aus B

[ ST

3 L Grad[v] < Anzahl nicht markierter Nachbarknoten
4 Fiir alle Knoten v aus B

5 Wenn Gradv] == 1

6 Q1.append(v)

7 mark(v)

8 Z(B).delete(v)

9 Solange #Z(B) > 2 wiederhole
10 Fiir alle Nachbarknoten v von Knoten aus ()1
11 Grad[v]= Anzahl nicht markierter Nachbarknoten
12 Wenn Grad[v] ==
13 Q2.append(v)
14 mark(v)
15 Z(B).delete(v)
16 | Qr—Q2

17 | Q2.clear()
18 return Z(B)

14



Zwei Maximale Pfade des Baumes.
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iel zur Zentrumssuche i
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2.3 Breitensuchbaum

Die Definition eines Breitensuchbaums wird direkt aus dem Konstruktionsalgorithmus dieses Baumes
abgeleitet. Dennoch definieren wir den Breitensuchbaum etwas allgemeiner, um eine grofere Klasse
von Biaumen aufgrund ihrer besonderen Eigenschaft, die dquivalent zu einem Breitensuchbaum sind,
als Breitensuchbaum bezeichnen zu kénnen.

Definition 2.1 Ein Breitensuchbaum im Graphen G = (V, E) ist ein Baum, in dem der Abstand jeden
Knotens zur Baumwurzel der Linge des kiirzesten Pfades zwischen diesen beiden Knoten entspricht.

Breitensuchbiume erfiillen einige besondere Eigenschaften, die ein beliebig konstruierter aufspan-
nender Baum im allgemeinen nicht erfiillt. Wir werden einige dieser Eigenschaften erldutern, die im
Beweis des Planar-Separator-Theorem [1] benutzt werden.

2.3.1 Level-Einteilung

Sei Hg = (V, Ep) ein Breitensuchbaum im Graphen G = (V, E') mit der Hohe A und dem Knoten v
als die Wurzel des Breitensuchbaums. Dann kann man die Knoten des Graphen anhand ihrem Abstand
zur Wurzel in Mengen Level (i) ¢ = 0, ..., h einteilen, wobei ein Knoten, dessen Abstand zur Wurzel
i betrdgt, im Level(¢) enthalten ist. Somit sind die Mengen Level(7) und Level(j) fiir ¢ verschieden
von j disjunkt und die Vereinigung aller Level ergibt V.

e Level(i) NLevel(j) =0

. U?:o Level(i) =V

Oft bezeichnen wir Level() auch als das i-te Level. Es is offensichtlich, dass jeder andere Brei-
tensuchbaum mit der selben Wurzel, exakt die gleiche Level-Einteilung liefert, da der Abstand der
Knoten zur Wurzel unveréndert bleibt. Diese Einteilung ist also nur von der Wahl des Wurzelknotens
abhiéngig.

2.3.2 Separationseigenschaft

Gegeben sei ein Breitensuchbaum B = (V, Ep) im Graphen G = (V, E). Zwischen zwei Knoten,
die im Breitensuchbaum B einen Levelunterschied groBer gleich zwei haben, existiert keine Kante im
Graphen (G, da ansonsten ein echt kiirzerer Pfad von einem Knoten zur Wurzel existieren wiirde als
der Pfad zur Wurzel, der im Breitensuchbaum durchquert wird, was im Widerspruch zur Definition
des Breitensuchbaums steht.

Firallev,w € G v € Level(i) und w € Level(j) mit |i —j| > 2 gilt: {v,w} ¢ E.

16



2.3.3 Baumhohe

Aus den Definitionen fiir Radius und Durchmesser eines Graphen G des vorherigen Abschnitts kann
man ableiten, dass diese Parameter stets die folgende Ungleichung erfiillen.

rad(G) < diam(G) < 2 - rad(G).

Die Ungleichung rad(G) < diam(G) ist direkt aus der Definition ableitbar. Die zweite Ungleichung
kann man damit begriinden, dass von einem beliebigen Knoten aus, ein Pfad zu jedem Zentrumsknoten
des Graphen existiert, dessen Linge maximal gleich dem Radius ist. Also hat jeder kiirzeste Pfad
zwischen zwei Knoten maximal eine Linge gleich 2 - rad(G). Da auch ein lidngster kiirzester Pfad
diese Gleichung erfiillt, folgt hieraus die Behauptung.

Nun sei B = (V, Ep) ein Breitensuchbaum in G mit Wurzelknoten v und der Hohe H . Der Abstand
von v zu jedem anderen Knoten des Graphen ist, nach den Definitionen von Radius und Durchmesser,

groBler gleich dem Radius und kleiner gleich dem Durchmesser. Damit gilt folgendes fiir die Baum-
hohe Hp.

rad(G) < Hp < diam(G).

Diese Ungleichung hebt die Tatsache hervor, dass die Hohe der Breitensuchbiume durch den Radius
und Durchmesser des Graphen beschrinkt werden. Dabei wird der Radius oder der Durchmesser als
Hohe durchaus auch angenommen. Man kann daher in jedem Graphen Breitensuchbidume konstru-
ieren oder suchen, die den Radius oder den Durchmesser als Hohe haben. Die Wahl der Wurzel ist
hierbei entscheidend. Wiirde man zum Beispiel aus einem Zentrumsknoten des Graphen einen Brei-
tensuchbaum konstruieren, so hitte dieser eine Hohe gleich dem Radius.

2.3.4 Konstruktion

Als nichstes wollen wir uns den Konstruktionsalgorithmen von Breitensuchbdumen zuwenden. Die
allgemeine Variante verwendet als Datenstruktur eine Warteschlange (), in der die Knoten nach ih-
rer Abarbeitungsreihenfolge gespeichert werden. Diese Datenstruktur unterstiitzt die Operationen ap-
pend(z) und pop(x). Bei append(x), wird das Element x hinten an die ) angehéngt, und mit pop()
bekommt man das erste Element von () zuriick.

Analyse: Sei G = (V, E) ein zusammenhingender Graph. Jede Kante des Graphen G wird genau
einmal von jeden seiner Endknoten betrachtet. Daher ist die Worst-Case-Laufzeit TV aus O(|E|)
fiir zusammenhingende Graphen. Der Speicherplatzbedarf S™°™! ist ebenfalls aus O(|E|) fiir zusam-
menhéngende Graphen, da der diinnste zusammenhingende Graph ein Baum ist und genau |V| — 1
Kanten hat. Jeder zusammmenhingende Graph, der kein Baum ist, hat mindestens |V'| Kanten.

Wenn wir uns Schritt 2 im Algorithmus 2 anschauen, stellen wir fest, dass nicht festgelegt ist, in
welcher Reihenfolge die ausgehenden Kanten aus einem Knoten betrachtet werden. Diese Freiheit
kann man sich zu nutzen machen, um verschiedene Breitensuchbidume zu konstruieren. Eine unter-
schiedliche Reihenfolge der Abarbeitung der ausgehenden Kanten verursacht insbesondere eine an-
dere Platzierung der Knoten in der Warteschlange (). Man kann nicht nur die ausgehenden Kanten
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Algorithmus 2 : Breitensuchbaum

Eingabe : Zusammenhingender Graph G = (V| E)) mit der Knotenmenge V und der
Kantenmenge E und einem Knoten w € V' als Wurzel des Breitensuchbaums
Ausgabe : Breitensuchbaum B = (V, Ep) mit Eg C E mit Wurzel
Q.append(w)
Solange () nicht leer ist wiederhole
v — Q.pop()
Fiir alle ausgehenden Kanten e von v
u «— Inzidenter Knoten zu e ungleich v.
Wenn v nicht markiert ist
markiere u.
Q.append(u)
Egp=FEgU {6}

o RN A R W N -

10 return E'p

eines bestimmten Knotens, sondern alle Kanten, die zwei aufeinander folgende Levelknoten mitein-
ander verbinden, betrachten. Unser Ziel ist es, diese Freiheitsgrade zu untersuchen und festzustellen,
welchen Einfluss es auf die Baumstruktur haben kann.

Standardbreitensuche: Bei dieser Art der Breitensuche werden die Kanten eines Knotens in der
Reihenfolge, in der sie intern in der Datenstruktur des Graphen gespeichert sind, durchlaufen. Falls
wir zum Beispiel die Koordinaten der Knoten eines in der Ebene eingebetteten Graphen betrach-
ten, konnen wir tiber die ausgehenden Kanten der Knoten im Uhrzeigersinn oder Gegenuhrzeigersinn
beginnend bei 12: 00 Uhr iterieren. Diese Art der Breitensuche liefert fiir einen bestimmten Wurzel-
knoten immer exakt den gleichen Breitensuchbaum, falls die Koordinaten der Knoten und damit ihre
Anordnung sich nicht dndert.

Ordnungsbehaftete Breitensuche: Um eine andere Abarbeitungsreihenfolge der Knoten eines be-
stimmten Levels zu bestimmen, kann fiir diese Knoten eine partielle oder totale Ordnugsrelation de-
finiert werden. Anhand dieser Relation sortiert man die Knoten des Levels und bearbeitet sie wie im
Algorithmus 2 beschrieben. Um nicht eine zu hohe Laufzeit zu verursachen, sollte man die Ordnungs-
relation geschickt wihlen, so dass das Sortieren effizienter (in linearer Laufzeit) moglich wird. Der
Knotengrad z.B. eignet sich besonders gut fiir diesen Ansatz.

Permutierende Breitensuche: Oft ist es nicht wiinschenswert, von einem bestimmten Knoten als
Wurzel immer exakt den gleichen Breitensuchbaum zu konstruieren. Es gibt Fille, wo man eher einen
zufilligen Baum haben mochte, statt immer den gleichen. Hierfiir bietet sich die Moglichkeit an, die
Knoten eines Levels zu permutieren und dann abzuarbeiten. Die gleiche Idee kann fiir alle Kanten
zweier aufeinanderfolgender Levels verwendet werden. Es ist erwdhnenswert, dass mit dieser Art
der Breitensuche alle méglichen Breitensuchbdume aus einem bestimmten Wurzelknoten konstruiert
werden konnen.

Balancierte Breitensuche: Bei der balancierten Breitensuche wird versucht, einen Breitensuchbaum
zu konstruieren, der so wenig wie moglich Blattknoten hat. Hierbei werden die Knoten eines Levels
aufsteigend nach ihrem Knotengrad in die Warteschlange () eingefiigt. Dann wird eine Kante {v, u}
vom ersten Knoten v in ) zu einem noch nicht markierten Knoten » gewihlt. Falls eine solche Kante
existiert, so wird die Kante zum Breitensuchbaum hinzugenommen und der Knoten v kommt ans
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Ende von Q. Falls eine solche Kante nicht existiert, so wird v aus () entfernt. Analog wendet man
auf die Knoten des neu hinzugekommenen Levels das selbe Verfahren an, bis man schlieBlich einen
Breitensuchbaum hat. Zusammengefasst erlauben wir jedem Knoten eines Levels genau eine Kante
zu einem Knoten des darauf folgenden Levels zu ziehen und machen analog weiter mit den nichsten
Knoten. Die Sortierung nach dem Knotengrad erhoht hierbei die Wahrscheinlichkeit, dass Kanten von
Knoten mit niedrigem Grad zu Knoten des darauf folgenden Levels gewihlt werden. Dadurch wird
verhindert, dass diese Knoten friihzeitig zu Blattknoten werden.

Um dem Leser zu demonstrieren, wie unterschiedliche Breitensuchbdume von dem gleichen Wurzel-
knoten ausgehend konstruiert werden konnen, wenden wir die verschiedenen Varianten der Breiten-
suche auf einen Beispielgraphen an. Gegeben sei ein Graph, der in der folgenden Abbildungen 6 zu
sehen ist. Die zum Breitensuchbaum gehorenden Kanten sind jeweils dicker und rot eingezeichnet.
Die Blattknoten sind jeweils mit einem b markiert.

Standard Breitensuche Aufsteigend sortiert nach Knotengrad
Level(0)

7P

Level(0)

Level(1)

Level(2) Level(2)

SS
VAT

Level(3y 5~~~ ¢ 7% -8 -~—- Level(3)

Level(0) Level(0)

Level(1) Level(1)

Level (2
Level(2) evel(2)

Level(3)

Level(3)

Abbildung 6: Oben (links): S tandard Breitensuche im Gegenuhrzeigersinn. Oben (rechts): Ordnungs-
behafteter Breitensuchbaum, in dem die Knoten aufsteigend nach ihrem Knotengrad behandelt wer-
den. Unten (links): Ordnungsbehafteter Breitensuchbaum, in dem die Knoten absteigend nach ihrem
Knotengrad behandelt werden. Unten (rechts): Balancierter Breitensuchbaum.

Es ist deutlich zu erkennen, dass die Anzahl der Blattknoten der konstruierten Baume sich stark un-
terscheiden. Vor allem kénnen Knoten in einem Baum Blattknoten sein und in einem anderen keine.
Wenn wir die balancierte Breitensuche betrachten, so sind in diesem Beispiel nur die Knoten im hoch-
sten Level Blattknoten und der Baum ist ausbalanciert. Bei allen anderen Varianten der Breitensuche
sind Knoten im ersten oder zweiten Level frithzeitig zu Blattknoten geworden. Was die ordnungs-
behaftete Breitensuche betrifft, so konnen Knoten mit einem hohen oder niedrigen Grad als letzte
Knoten in einem Level behandelt werden und genau diese Knoten konnten frithzeitig zu Blattknoten
werden.
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2.4 Heuristiken

In den verschiedenen Phasen des Planar-Separator-Theorems werden zwei Sorten von Biumen ge-
braucht. In der ersten Phase wird die Separationseigenschaft des Breitensuchbaums verwendet. Unsere
Intuition deutet darauf hin, dass durch einen hohen Breitensuchbaum eventuell die Levels spirlicher
besetzt sein kdnnten, was uns eine leichtere Separation ermoglichen wiirde und zusétzlich noch Aus-
wirkungen auf die Balance haben konnte. Mehr dazu im Abschnitt 2.4.2. In der zweiten Phase wird
ein aufspannender Baum benotigt, durch dessen Hohe h eine obere Schranke (2 + 1) fiir die Sepa-
ratorgrofe angegeben wird (Siehe 4.1). Je niedriger der Baum also in dieser Phase konstruiert wird,
desto kleiner wird auch die obere Schranke fiir die SeparatorgroBe. Ziel dieses Abschnittes ist es, Heu-
ristiken anzugeben und zu untersuchen, mit denen man einen relativ hohen bzw. niedrigen Breiten-
suchbaum, in einem einfachen zusammenhingenden Graphen finden kann, ohne dabei quadratische
Laufzeit spendieren zu miissen. Sowohl bei der Hohenminimierung als auch bei der Hohenmaximie-
rung will man eine quadratische Laufzeit vermeiden, um nicht die lineare Gesamtlaufzeit des PST zu
verletzen.

2.4.1 Hoéhenminimierung

Problem:
Gegeben: Ein einfacher zusammenhéngender ungerichteter Graph G = (V, E).
Gesucht: Ein niedriger Breitensuchbaum.

Wir wissen, dass der Breitensuchbaum mit der geringsten Hohe, eine Hohe gleich dem Radius des
Graphen hat. Optimal wire es, den Knoten zu finden, der als Wurzel des Baumes betrachtet, genau
einen Baum liefert, dessen Hohe rad((G) ist. Man konnte iiber alle Knoten von G iterieren und jedes-
mal einen Breitensuchbaum bilden und dessen Hohe abspeichern. Der Knoten, der als Wurzel eines
Breitensuchbaums die geringste Baumhohe hervorgerufen hat, ist somit der gesuchte Knoten.

Laufzeitanalyse Die Laufzeit 7%°™' ist hierbei in O(|V| - |E|). Da die Anzahl der Kanten |E|
in O(|V|?) ist, bekiimen wir bei diesem Ansatz eine Laufzeit T%°™' € O(|V|?). Speziell fiir planare
Graphen jedoch, wiire | E| nach dem Satz von Euler maximal 3| E| —6 groB, was eine Laufzeit T%™' €
O(|V|?) ergibt.

Da das Planar-Separator-Theorem eine lineare Gesamtlaufzeit hat, méchten man Verfahren und Heu-
ristiken entwickeln, fiir die nur lineare Zeit gebraucht wird. Fiir groBere Graphen sind quadratische
Laufzeiten viel zu grof3 und konnen daher in praktischen Anwendungen nicht verwendet werden. Wir
stellen nun eine Heuristik vor, mit der in vielen Fillen, falls der Graph planar ist, in linearer Zeit
ein Knoten, der sich als Wurzel eines Breitensuchbaums eignet, gefunden werden kann. Die Eig-
nung bezieht sich hier auf die resultierende Breitensuchhohe aus einem gegebenen Wurzelknoten. Je
geringer die Hohe ist, desto geeigneter bezeichnen wir den Wurzelknoten. Wie schon erwéhnt, soll
diese Heuristik in der zweiten Phase des Planar-Separator-Theorem Verwendung finden, in der die
Separatorgrofle anhand der Baumhdohe nach oben abgeschitzt wird.
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Algorithmus 3 : Heuristik zur Hhenminimierung

Eingabe : Ein zusammenhingender Graph G = (V, E) mit einem Startknoten w und
Parameter 7.
Ausgabe : Geeigneter Wurzelknoten fiir die Konstruktion eines niedrigen Breitensuchbaums.

1 Bilde einen Breitensuchbaum B, = (V, E,,) mit w als Wurzel. Suche einen Zentrumsknoten z
in By,.

2 Bilde nun einen neuen Breitensuchbaum B, = (V, E,) tiber G mit z als Wurzel.

3 Setze w auf z und fiihre das Verfahren ¢-mal analog aus.

4 Gib w zuriick.

Lemma 2.3 Die Behauptung ist, dass der so gewonnene Breitensuchbaum hochstens so hoch wie der
anfingliche Breitensuchbaum B, ist.

Beweis:

Wenn man einen aufspannenden Baum hat und eine Wurzel bestimmen will, aus dem die Hohe des
aufspannenden Baumes minimal wird, so wéhlt man einen Knoten aus dem Zentrum des Baumes, da
dieser die minimale Exzentrizitét iiber alle Knoten des Grapen hat. Die Hohe des Baumes ist dann
gleich dem Radius des Baumes. Somit ist die Hohe des Baumes B,,, wenn man ihn als Wurzelbaum
mit dem Knoten z als Wurzel betrachtet, hochstens so grof3 wie die Hohe von B, mit w als Wurzel.
Sei T' = (V, Er) ein beliebiger aufspannender Baum im Graphen G = (V| E), der z als Wurzel hat.
Dieser Baum ist mindestens so hoch wie ein aufspannender Breitensuchbaum mit 2 als Wurzel. Also
hat jeder Breitensuchbaum mit z als Wurzel eine kleinere Hohe als die Hohe von T'. Daraus kann man
schlieBen:

Hohe(B,,v) > Hohe(B,, z) > Hohe(B,, z).

Also tritt insgesamt durch die Anwendung der Heuristik keine Verschlechterung ein und die Hohe
konnte eventuell verbessert werden.

Genauere Analyse Die Verbesserung ist stark von der Struktur des Breitensuchbaums (B,,, w) ab-
hingig. Falls w ndmlich bereits im Zentrum von B,, enthalten ist, so kann nach den Schritten 1,2 und 3
keine Verbesserung erzielt werden. Das heif3t aber nicht, dass kein anderer Breitensuchbaum existiert,
in dem w nicht im Zentrum des Baumes liegt. Um festzstellen zu konnen, ob ein solcher Breitensuch-
baum existiert oder nicht, nutzen wir die Eigenschaft der Leveleinteilung von Breitensuchbidumen aus.
Im Folgenden betrachten wir einen Breitensuchbaum mit der Hohe A und der Wurzel w.

Satz 2.2 Eine Verbesserung kann genau dann erzielt werden, wenn ein Breitensuchbaum mit der Wur-
zel w existiert, so dass der Unterbaum eines Nachbarknotens v von w im Breitensuchbaum bereits alle
Knoten im Level h und h — 1 abgedeckt hat.

Beweis:

(=):
Falls eine Verbesserung erzielt werden kann, so existiert ein Breitensuchbaum B, so dass w ¢ Z(B).
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Wir wihlen einen Knoten z € Z(B) und verfolgen seinen Pfad zur Wurzel in B, bis wir zu einem
Nachbarknoten v von w gelangen. Der Knoten v existiert, da ansonsten kein Pfad zwischen 2z und w
existieren wiirde. Der Unterbaum von v enthélt z und alle Knoten im Level & und A — 1. Denn wenn
ein Knoten u im Level h oder h — 1 existieren wiirde, das nicht im Unterbaum von w liegt, so wire
dist(z,u) > h. Damit wire aber w auch im Zentrum, da es mindestens die gleiche Exzentrizitit wie
ein Knoten aus dem Zentrum hiitte. Es gilt aber w ¢ Z(B). Somit enthilt der Unterbaum vom Knoten
w bereits alle Knoten aus den Leveln 2 und /A — 1.

(<):

Falls der Unterbaum von einem Nachbarkonten v von w in einem Breitensuchbaum B, der w als
Waurzel hat, alle Knoten aus den Leveln h und 2 — 1 enthilt, so hat der Knoten v in B die Exzentrizitit
h—1 und liefert somit einen niedrigeren Baum. Daher liegt w nicht in Z(B) und es existiert garantiert
ein Knoten z € Z(B), von dem aus ein noch besserer Breitensuchbaum konstruiert werden kann.
Insgesamt ist also eine Hohenverbesserung durch die vorgestellte Heuristik moglich.
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Abbildung 7: Fall indem eine Verbesserung der Hohe erzielt werden kann.

Zur Demonstration wenden wir die Heuristik auf einem Gittergraphen mit 36 Knoten an. Als Breiten-
suche wird dabei in diesem Beispiel die permutierende Breitensuche verwendet. Hierbei wird davon
ausgegangen, dass man als Anfangsknoten einen ungiinstign Knoten gwihlt hat. Mit ungiinstig mei-
nen wir hier, dass ein Breitensuchbaum mit diesem Knoten als Wurzel sehr hoch wire.
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Abbildung 8: Demonstration der Hohenminimierungsheuristik anhand einem Gittergraphen mit 36
Knoten. Der Startknoten ist hierbei ein Knoten auf der dulleren Facette mit Grad 2.

Im obigen Anwendungsbeispiel sieht man ganz deutlich, wie sich die Lange eines maximalen Pfades
im Baum verringert. Die Lidnge eines solchen Pfades reduziert sich von 15 auf 11 und die Baumhdhe
reduziert sich von anfénglich 9 auf 6. Man kann also eine Korrespondenz zwischen der Baumhohe und
die Lénge eines maximalen Pfades im Baum beobachten. Man sieht auch, dass nach vier Durchldufen
ein Zentrumsknoten im Baum gefunden wird, der auch Zentrum des Graphen ist. Aus diesem Knoten
148t sich dann ein Breitsuchbaum mit der geringsten Hohe konstruieren. Eine derart gute Verbesserung
ist, wie wir spéter noch sehen werden, nicht fiir alle Graphen mdoglich. Aulerdem werden wir noch
sehen, dass die Art der Breitensuche dabei auch eine starke Rolle spielen kann, wie gut die Heuristik
funktioniert.
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2.4.2 Hohenmaximierung

Problem:
Gegeben: Ein einfacher zusammenhingender ungerichteter Graph G = (V, E).
Gesucht: Ein hoher Breitensuchbaum.

Der hichste Breitensuchbaum in G hat eine Hohe gleich dem Durchmesser. Genau wie im Fall der
Hohenminimierung kénnte man auch hier von jedem Knoten aus einen Breitensuchbaum konstruieren
und jeweils die Hohe abspeichern und daraus den hochsten Baum wihlen.

Laufzeitanalyse Wie im Fall der Hbhenminimierung ergibt sich fiir allgemeine Graphen eine Lauf-
zeit TVt aus O(|V'|?) und speziell fiir planare Graphen 7"°"¢ aus O(|V|?).

Auch hier wird eine Heuristik vorgestellt, mit der in linearer Zeit versucht wird, einen geeigneten
Knoten zu finden, der als Wurzel eines Breitensuchbaums einen hohen Baum liefern wiirde. Mehr als
linearer Zeit kann man wegen der linearen Gesamtlaufzeit des Planar-Separator-Theorem nicht fiir
diesen Zweck investieren.

Algorithmus 4 : Heuristik zur Hhenmaximierung durch geeignete Wurzelwahl

Eingabe : Ein zusammenhingender Graph G = (V, E) mit einem Startknoten w und einem
Parameter 7.
Ausgabe : Geeigneter Wurzelknoten fiir die Konstruktion eines hohen Breitensuchbaums.

1 Bilde einen Breitensuchbaum B, = (V, E,,) mit w als Wurzel.
2 Wihle einen Knoten s aus dem hochsten Level von B, .

3 Setze w auf s und fiithre das ganze ¢-mal aus .

4 Gib w zuriick.

Lemma 2.4 Die Behauptung ist, dass der so gewonnene Breitensuchbaum mindestens so hoch ist wie
der anfingliche Breitensuchbaum B,

Beweis:

Gegeben sei ein Breitensuchbaum B,, in Graphen G = (V, F) mit der Hohe A und sei s ein Konten
der im Level(h) von B, liegt. Es existiert ein kiirzester Pfad P zwischen w und s in B,, mit der Linge
h, der in GG ebenfalls ein kiirzester Pfad zwischen diesen beiden Knoten ist. Somit gilt fiir die Hohe
eines Breitensuchbaums By, der s als Wurzel hat:

Hohe(Bs) > h.

Also kann nach einer konstanten Anzahl von Durchldufen die Hohe sich nicht verschlechtern und es
ist ziemlich Wahrscheinlich, dass ein Knoten v existiert, so dass der kiirzester Pfad P’ zwischen s und
v in G grofer als h ist.
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Abbildung 9: Veranschaulichung der eventuell moglichen Hohenmaximierung.

2.4.3 Hohenabschitzung

Eine andere Moglichkeit, die sich sowohl statt der Hohenminimierungsheuristik als auch der Ho-
henmaximierungsheuristik anbietet, ist die Hohenabschitzungsheuristik. In dieser Heuristik versucht
man, in einem gegebenen Graphen durch eine konstante Anzahl von Breitensuchen, fiir jeden Knoten
so genau wie moglich abzuschitzen, welche Hohe ein Breitensuchbaum mit diesem Knoten als Wur-
zel mindestens hitte. Hierfiir wird die Level-Eigenschaft von Breitensuchbdumen verwendet. Nach
dem fiir jeden Knoten die Breitensuchhohe aus diesem Knoten abgeschitzt wird, kann je nach ent-
sprechender Phase des Planar-Separator-Theorem ein Knoten mit niedriger bzw. hoher Abschitzung
gewdhlt werden.

Problem:
Gegeben: Einfacher zusammenhingender Graph G = (V, E). Gesucht: Moglichst genaue Abschit-
zung der Mindesthohe eines Breitensuchbaums aus jedem Knoten des Graphen G.

Wir bezeichnen mit B,, = (V, Ep,,) einen Breitensuchbaum im Graphen G = (V, E), dessen Wurzel
w ist und die Hohe h hat. Analog bezeichnen wir mit B,, einen beliebigen Breitensuchbaum mit v als
Wurzel. Es gilt stets:

Hohe(B,) > max {(h — dist(w, v)), dist(w, v)} .

Aus dieser Tatsache ergibt sich eine Heuristik, mit der man versucht, fiir jeden Knotens v in G die

Hohe eines Breitensuchbaums mit v als Wurzel anhand eines bereits konstruierten Breitensuchbaums
abzuschitzen. Diese Abschitzung bezeichnen wir mit app(v).
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Algorithmus 5 : Heuristik zur Abschitzung der Mindesthdhe von Breitensuchbdumen.

Eingabe : Ein zusammenhingender Graph G = (V, E) und ein Parameter i.
Ausgabe : Abschitzung der Breitensuchhohe fiir jeden Knoten des Graphen.

1. Setze anfinglich app(v) fiir alle Knoten v € G auf Null.
2. Wihle zufillig einen Knoten w in G, der noch nicht markiert ist.
3. Konstruiere einen beliebigen Breitensuchbaum mit w als Wurzel und markiere w.

4. Aktualisiere nun fiir alle v aus V app(v) wie folgt:

appg(v) = max {(h — dist(w, v)), dist(w,v), appgs(v)}.

91

. Wiederhole die Schritte 2, 3 und 4 ¢-mal.

Lemma 2.5 Zu jedem Zeitpunkt ist die folgende Invariante I erfiillt, wobei B, einen beliebigen Brei-
tensuchbaum bezeichnet, der v als Wurzel hat.

I := faveqG : apps(v) < Hohe(By).

Analyse Wiirde man in der oben angegebenen Heuristik aus allen Knoten des Graphen einen Brei-
tensuchbaum konstruieren (i = |V]), so wiirde die resultierende Abschitzung fiir jeden Knoten v in
G = (V, E) mit der Hohe eines Breitensuchbaums, der v als Wurzel hat, tibereinstimmen und man
hiitte eine Laufzeit 7% in O(|V|3).

Es ist jedoch zu hoffen, dass bereits eine geringe Anzahl von Breitensuchbdumen existieren, mit Hilfe
derer man aufgrund des abgeschitzten Wertes app;(v) eines beliebigen Knotens v in G feststellen
kann, ob dieser Knoten als Wurzel eines Breitensuchbaums geeignet ist oder nicht. Falls wir zum
Beispiel die Hohenminimierung im Abschnitt 2.4.1 betrachten, wiirden wir nach der Anwendung der
Heuristik einen Knoten wihlen, dessen abgeschitzte Breitensuchhéhe minimal ist. Denn die Knoten,
die unmittelbar nahe an einem Zentrumsknoten des Graphen liegen, hitten einen niedrigeren abge-
schitzten Wert als Mindesthohe. Analog wiirde man bei der Hohenmaximierung im Abschnitt 2.4.2
eher einen Knoten v wihlen, dessen abgeschitzter Wert app(v) maximal ist. Da man weif}, dass ein
Breitensuchbaum aus v mindestens die Hohe app(v) hiitte.

Ein weiterer Aspekt, der sehr stark die Abschitzung beeinflusst, ist die Wahl der zufilligen Kno-
ten, von denen aus ein Breitensuchbaum konstruiert werden soll. Wiirden niamlich diese Knoten nahe
beieinander liegen, so wiirde man einiges an Laufzeit fiir die Breitensuchen investieren, aber keine ge-
naue Abschitzung erhalten. Es wire also von Vorteil, wenn diese zufillig gewéhlten Knoten iiber den
Graphen verteilt wiren und einen moglichst weiten Abstand von einander hitten. Diese Beobachtung
motiviert die folgende Modifikation.

Modifikation Man kann die Knotenwahl der Heuristik verdndern und nicht wie vorher zuféllig eine
Anzahl von Knoten wihlen. Dabei wird immer ein Knoten, der von der Wurzel des bereits konstru-
ierten Vorgidngerbaumes am weitesten entfernt ist, als neue Wurzel ausgesucht. Dann von diesem
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Knoten erneut eine Breitensuche gestartet und die Baumhdohen aller Knoten abgeschétzt. Durch diese
Strategie der Knotenwahl wird, wie bei der Hohenmaximierungsheuristik schon bewiesen, die Hohe
des neuen Breitensuchbaums eventuell hoher sein und es ist moglich die Baumhohen dadurch besser
abzuschitzen.

Algorithmus 6 : Modifizierte Heuristik zur Abschidtzung der Mindesthohe

Eingabe : Ein zusammenhingender Graph G = (V, F) und ein Parameter 1.
Ausgabe : Abschitzung der Breitensuchhohe fiir jeden Knoten des Graphen.

1. Setze anfinglich app(v) fiir alle Knoten v € G auf 0.
2. Wihle zufillig einen Knoten w in G, der noch nicht markiert ist.
3. Konstruiere einen beliebigen Breitensuchbaum B,, mit w als Wurzel und markiere w.

4. Aktualisiere nun fiir alle v aus V' app;(v) wie folgt:
appG(v) = max {(h’ - diSt(wv U))? diSt(’LU, U)a appG(U)} :

5. Wihle nicht markierten Knoten s im hochstmoglichen Level beziiglich B,,.
6. Konstruiere einen Breitensuchbaum B, mit s als Wurzel und markiere s.
7. Setze w auf s.

8. Wiederhole die Schritte 3 bis 7 7-mal.
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2.4.4 Sternbiume

Alle Heuristiken, die wir bisher betrachtet haben, sind von einem Wurzelknoten zur Konstruktion
eines geeigneten aufspannenden Baumes ausgegangen. Es stellt sich die Frage, ob es ein wurzelu-
nabhéngiges Verfahren gibt, Baume mit niedriger Hohe zu konstruieren. Diese Frage wurde néher
untersucht und daraus das folgende Verfahren abgeleitet.

Idee Man kann sich den Grad eines Knotens zu Nutzen machen, indem man aus Knoten mit hohem
Grad lokale Bdume konstruiert und sie danach geschickt zu einem aufspannenden Baum des Gra-
phen verbindet. Mit dem geschickten Verbinden der lokalen Bdume ist hierbei ein Verfahren gemeint,
das aus einem konstruierten Wald einen aufspannenden Baum konstruiert, in dem keine sehr lange
maximale Pfade zwischen zwei Knoten existieren. AnschlieBend konnte man im konstruierten auf-
spannenden Baum einen Zentrumsknoten als Wurzel wihlen, damit die Hohe des Baumes minimal
wird.

Fiir diesen Ansatz eignen sich UNION-FIND Techniken zum Vereinigen von Knotenmengen, die auch
im Algorithmus von Kruskal [8] verwendet werden. Es gibt sehr viele Moglichkeiten solche Baume
zu bilden und den Knotengrad zu nutzen, daher werden wir hier kein konkretes Verfahren angeben
und lediglich einige Moglichkeiten und Ideen und die dazugehdrigen Testergebnisse aus den Experi-
menten vorstellen.

Veranschaulichung Eine Moglichkeit einen aufspannenden Baum zu konstruieren wire es, Knoten
zu suchen, die am meisten lokale Bdume miteinander verbinden. Durch die Wahl einiger Kanten
dieses Knotens wiirden dann sehr viele Biume in einem Schritt zusammenwachsen und es hitte keine
negative Auswirkung auf die Lingen der maximalen Pfade im aufspannenden Baum. In der Abbildung
10 wird nochmal die Idee des Sternbaums verdeutlicht. Nachdem die lokalen Bdume konstruiert sind,
stehen zweil Knoten zur Wahl, die die meisten lokalen Biume mit einander verbinden. Wir wihlen
Kandidat 1 und erhalten somit einen aufspannenden Baum, dessen Zentrum den Kandidat 1 enthiilt.
Falls wir Kandidat 1 als Wurzel wihlen sollten, so bekdmen wir einen Baum der Hohe 3.

Man konnte natiirlich auch ziemlich ungeschickt die lokalen Bdume miteinander verbinden, so dass
der daraus resultierende aufspannende Baum trotz der Wahl eines Zentrumsknoten als Wurzel sehr
hoch wire (viel hoher als der Durchmesser des Graphen). In der Abbildung 11 sieht man ganz deutlich,
was passieren kann, wenn man nicht beriicksichtigt, welche Kanten zum Verbinden der Teilbdume zu
einem Ganzen auswihlt werden. Ein Zentrumsknoten als Wurzel des aufspannenden Baumes liefert
die Hohe 6, welches doppelt so groB} ist wie die Hohe, die wir beim aufspannenden Baum in Abbildung
10 erhalten haben.

Experimentelle Beobachtung Es wurden einige Experimente mit planaren Eingabegraphen durch-
gefiihrt, in denen der Erwartungswert der Baumhdohe von Sternbaiimen mit der Baumhohe von Brei-
tensuchbdumen verglichen wurden. Was die praktische Anwendung dieses Verfahrens betrifft, so ha-
ben die Experimente mit unterschiedlichen Graphklassen jedoch gezeigt, dass man sehr viel schlechte-
re Baume hinsichtlich der Minimalitdt der Baumhohen erhilt als ein ganz normaler Breitensuchbaum
aus einem beliebigen Knoten des Graphen, da ein Breitensuchbaum immer eine Hohe kleiner gleich
dem Radius des Graphen hat und das bei Sternbdumen nicht garantiert ist. Durch diese Feststellung
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Abbildung 10: Geschicktes Verbinden der lokalen Bdume zu einem aufspannenden Baum
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Abbildung 11: Ungeschicktes Verbinden der lokalen Bdume zu einem aufspannenden Baum.

und Beobachtung wird der wurzelabhingige Optimierungsansatz bei der Hohenminimierungsheuri-
stik bekriftigt, deshalb wird fiir die spitere Optimierung des PST der wurzelabhiingige Ansatz wei-

terverfolgt.
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2.4.5 Experimente

Nachdem einige Heuristiken im Abschnitt 2.4 vorgestellt wurden, mochten man diese auch testen
und statistisch bewerten, damit man besser einschitzen kann, wie gut bzw. schlecht sie in der Praxis
funktionieren und wie weit sie von der optimalen Losung abweichen. Aus diesen Beobachtungen
werden dann die besten Verfahren ausgesucht und spiter im PST als Optimierung eingesetzt, um die
praktische Performanz des Theorems zu erhohen.

Freiheitsgrade Bei diesen Heuristiken gab es einige Wahlmdoglichkeiten wie die Wahl eines Start-
knotens, Wahl einer Breitensuchvariante, Anzahl der Durchldaufe und die Auswahl der Testgraphen
fiir die Experimente. Somit hat man die Qual der Wahl und muB sich fiir einige bestimmte Testreihen
entscheiden und kann, so leid es einem auch tuen mag, nicht alle Moglichkeiten ausschopfen. Unser
bemiihen ist es jedoch, eine sinnvolle Testreihe aufzustellen, in der die wesentlichen Aspekte zum
Vorschein kommen.

Testreihe Es werden alle Breitensuchvarianten, die in Abschnitt 2.3.4 behandelt wurden, untersucht.
Dabei wird ein Testlauf fiir jeder dieser Breitensuchen durchgefiihrt, bei dem jeder Knoten eines Ein-
gabegraphen genau einmal als Startknoten gewdhlt wird. Beobachtungen haben gezeigt, dass bereits
bei 10 Durchldufen eine deutliche Verbesserung erzielt werden kann. Daher hat man in den Testldufen
genau 10 Iterationen den Heuristiken fiir die Hohenmaximierung und Hohenminimierung spendiert.
Die Ergebnisse werden schlieSlich mit dem nicht optimierten Ansatz verglichen.

Testgraphen Was die Testgraphen betrifft, so hat man sich fiir einige planare Graphklassen ent-
schieden, die als Eingabegraphen verwendet werden. Unser Ziel ist es, die Eignung der verschiedenen
Breitensuchkonstruktion in der Heuristik zu analysieren, in dem verschiedene Varianten der Heuristik
auf unterschiedliche Graphklassen getestet und daraus die Varianten ausgewéhlt werden, die angewen-
det auf den meisten dieser Eingabegraphen ein gutes Ergebnis erbracht haben. Ebenso soll festgestellt
werden, welche Breitensuchbdume eher nicht fiir diesen Ansatz geeignet sind. Insgesamt werden die
folgenden Graphklassen betrachtet.

Graphklasse Besondere Merkmale
Gittergraphen Graphen, die eine Gitterstruktur aufweisen.
Diametergraphen Graphen, die bereits trianguliert sind und einen hohen Durchmesser haben.

LEDA-Graphen Graphen, die durch einer LEDA-Triangulierung entstanden sind.
Delaunay-Graphen || Graphen, die durch eine DELAUNAY-Triangulierng entstanden sind.
StraBBengraphen Graphen, die aus StraBenkarten von Stidten entstehen, indem man
StraB3en durch Polygonziige ersetzt.

Diagramme Im Folgenden werden wir einige Diagramme, die wir aus den Experimentdaten erstellt
haben présentieren, die uns vermitteln, wie die jeweiligen Verfahren in der Praxis funktionieren. Dabei
erldutern wir jeweils kurz um welche Graphklasse es sich handelt und welche besondere Eigenschaf-
ten die Graphklassen jeweils haben. Um besser auf die Diagramme und Verfahren bezugnehmen zu
konnen, werden die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt, die alle fiir eine bestimmte Art der Brei-
tensuche stehen, die in den Heuristiken Verwendung findet. Desweiteren bezeichnet bei den Boxplots
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ein Kreuz immer den Erwartungswert der Baumhohen und eine Linienzug den Median der Baum-
hohen. Ein anderen Begriff, den wir hier einfiihren, ist das Hohenspektrum. Damit bezeichnen wir
den Intervall zwischen der minimalen Breitensuchhthe und der maximalen Breitensuchhohe, die eine
Heuristik angewendet auf den Graphen liefert.

e WB: Ohne Anwendung einer Heuristik.(Without Heuristik)

e SB: Heuristik mit der Standardbreitensuche.(Standard)

e VB: Heuristik mit der Knoten permutierenden Breitensuche.(Vertex permuted)
o EB: Heuristik mit der Kantenpermutierenden Breitensuche.(Edge permuted)

o AB: Heuristik mit der aufsteigend sortiereten Breitensuche.(Ascending sorted)
e DB: Heuristik mit der absteigend sortierten Breitensuche.(Descending sorted)
e BB: Heuristik mit der balancierten Breitensuche.(Balance)

e PB: Heuristik mit den permutierenden Breitensuche VB oder EB.(Permuted)

Gittergraphen Wie der Name schon sagt, sind Gittergraphen Graphen, die eine Gitterstruktur auf-
weisen. Diese Graphen haben eine sehr iibersichtliche Struktur und finden sehr viel Verwendung in
der Praxis. Es gibt quadratische Gitter und rechteckige Gitter. Wir bezeichnen einen Gittergraphen als
rechteckig, wenn die Knoten in einer Einbettung, die einem realen Gitter entspricht, in horizontaler
und vertikaler Ausrichtung nicht gleichverteilt sind. Die Bezeichnungen rechteckiges und quadrati-
sches Gitter dienen nur dem Zweck zu unterscheiden, wie sich die Heuristiken bei unterschiedlicher
Verteilung der Knoten in x und y Ausrichtung verhalten.

Wenn man das Spektrum der Breitensuchhohen in Gittergraphen betrachtet, so sieht man, dass Hohen
die dem Radius oder dem Durchmesser niher sind weniger oft vorkommen als Héhen die irgendwo
dazwischen liegen. In einer Einbettung eines Gittergraphen, die einem Gitter entspricht, ist zu erken-
nen, dass das Zentrum des Graphen in der Mitte des Gitters liegt. Aus Symmetriegriinden gibt es oft
mehrere Knoten, die die gleiche Breitensuchbaumhohe liefern wiirden.

Zur Demonstration wurden jeweils ein quadratisches (40 x 40) und rechteckiges Gitter (80 x 20) mit
1600 Knoten untersucht und miteinander verglichen. Im quadratischen Gitter betrigt der Radius 40
und es existieren genau vier Knoten, die als Wurzel des Breitensuchbaums diese Hohe liefern. Der
Durchmesser betrdgt 78 und es existieren ebenfalls 4 Knoten, die als Wurzel des Breitensuchbaums
den Durchmesser als Baumhohe liefern. Aulerdem kann man beobachten, dass die am meisten vor-
kommende Baumhohe ungefihr dem Mittelwert vom Radius und Durchmesser entspricht. Die Lin-
ge unseres Hohenspektrums ist hier 39 (Siehe Abbildung 12 Unten (links)). Die Situation in einem
rechteckigen Gitter mit gleicher Knotenzahl sieht ein bilchen anders aus. Hier kommen die Brei-
tensuchbaumhohen fiir die meisten Werte gleich oft vor bis auf die Hohen die nahe am Radius und
Durchmesser liegen (Siehe Abbildung 14).

Insgesamt ist es unwahrscheinlich, dass man per Zufall einen Knoten in einem Gittergraphen wihlt,
die eine geeignete Breitensuchhohe liefert, die je nachdem, ob man die Hohe minimieren oder ma-
ximieren mochte, dem Radius oder dem Durchmesser entspricht oder zumindest in der Nihe davon
liegt.
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Hohenminimierung: Nun wenden wir die Hhenminimierungsheuristik auf Gittergraphen an. Hierbei
betrachten wir 10 Iterationen. In den Abbildungen 12, 14 und 15 (Unten (rechts)) ist das Hohenspek-
trum bei Anwendung der Heuristik mit der kantenpermutierenden Breitensuche dargestellt. Aulerdem
ist auch zu erkennen, dass die permutierenden Breitensuchen deutlich besser im Test abgeschnitten ha-
ben als alle anderen Breitensuchen. Die balancierte Breitensuche hat dabei das schlechteste Ergebnis
geliefert.

Hohenmaximierung: Die Hohenmaximierungsheuristik lieferte in nur zehn Iterationen immer einen
hochsten Breitensuchbaum (Hohe entspricht dem Durchmesser). Der Grund hierfiir ist der, dass bei
der Wahl eines beliebigen Startknotens, nach der ersten Breitensuche bereits, ein Knoten auf der
dulleren Facette der Einbettung mit einem Knotengrad gleich 2 gewéhlt wird. Es existieren genau vier
solche Knoten. Wenn man dann von einem dieser Knoten eine Breitensuche startet, so hat dieser eine
Hohe gleich dem Durchmesser und ist somit ein Breitensuchbaum mit einer maximalen Hohe.
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Abbildung 12: Quadratisches Gitter mit 1600 Knoten (40 x 40). Oben (links): Die z-Achse gibt die
Baumhohe und die y-Achse die Hiufigkeit der Baumhohen ohne Optimierung an. Oben (rechts):
Die y-Achse gibt die Haufigkeit der Baumhohen mit der Hohenminimierungsheuristik und der Brei-
tensuchvariante EB an. Unten: Die x-Achse gibt die Baumhohe und die y-Achse die angewendete
Breitensuchvariante. Links sieht man die Hohenminimierungsheuristik und Rechts die Hohenmaxi-
mierungsheuristik.
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Abbildung 14: Quadratisches Gitter mit 10000 Knoten (100 x 100).
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Diametergraphen Diametergraphen sind planare Graphen, die bereits trianguliert sind und einen
moglichst hohen Durchmesser haben. In diesen Graphen existieren also sehr lange kiirzeste Pfade
zwischen Knoten. Deshalb ist man zuversichtlich, dass die Heuristiken gute Ergebnisse fiir diese
Graphklasse liefern, da bei Graphen, die sehr lange kiirzeste Pfade besitzen, meistens ein Mitttel-
knoten eines solchen Pfades als geeignete Wurzel in Frage kommt und diese von der Heuristik, wegen
der Graphstruktur, meistens gefunden werden.

Z

Abbildung 15: Diametergraph mit Durchmesser 7.

Um mal einen Uberblick zu verschaffen, welche Hohen insgesamt bei der Konstruktion eines Brei-
tensuchbaums bei der Wahl eines beliebigen Wurzelknotens auftreten, haben wir einen Graphen mit
einem Durchmesser gleich 1000 untersucht. Dieser Graph hat 3001 Knoten und 9003 Kanten. Der
Radius ist gleich 500 und es existieren wenige Zentrumsknoten, was zur Folge hat, dass der Radius
als Breitensuchbaumhohe selten bei zufélliger Wahl eines Wurzelknotens angenommen wird. Man hat
also ein Hohenspektrum zwischen 500 und 1000 fiir die Breitensuchbaumhdéhe.

Allgemein kann man sagen, dass fiir einen Diametergraphen mit einem Durchmesser gleich d die
kleinste Breitensuchhohe d/2 und die groBte d betrdgt. Je groBer also der Durchmesser wird, de-
sto groBer wird unser Hohenspektrum. Hierbei wird die Wahrscheinlichkeit natiirlich kleiner, einen
zufilligen Knoten zu wihlen, der eine sehr geringe Breitensuchhohe liefert.

Hohenminimierung: Ein Diametergraph mit Durchemesser 1000 wurde erzeugt und getestet. Dabei
ergaben sich einige Ergebnisse fiir die Baumhohe, die in den Abbildungen 16 und 17 zu sehen sind.
Es ist deutlich zu erkennen, dass bei der Anwendung der balancierten Breitensuche in der Hohenmini-
mierungsheuristik fast keine Optimierung erzielt wurde. Vor allem ist auch zu erkennen, dass bei allen
anderen Varianten der Breitensuche eine deutliche Verbesserung erzielt wurde. Der Erwartungswert
fiir die Breitensuchbaumhohe betrdgt 500, was dem Radius des Graphen entspricht. Das bedeutet,
dass immer ein Breitensuchbaum mit der geringsten Hohe gefunden wurde. Weitere Tests haben er-
geben, dass man mit viel weniger als 10 Iterationen ebenfalls sehr gute Ergebnisse fiir diese spezielle
Graphklasse erzielen kann, unabhédngig davon, wie grof3 ihr Durchmesser ist.
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Hohenmaximierung: Die Tests haben ergeben, dass bereits mit 2 Iterationen in der Hohenmaximie-
rungsheuristik ein hochster Breitensuchbaum gefunden werden kann. Dabei wurde diese Hohe bei
allen Breitensuchvarianten unter der Anwendung der Hoshenmaximierungsheuristik erreicht.
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Abbildung 16: Hohenminimierung bei einem Diametergraphen mit dem Durchmesser 1000. Die z-
Achse gibt die angewendete Breitensuchvariante und die y-Achse die Breitensuchbaumhdhe an.
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Abbildung 17: Hohenmaximierung bei einem Diametergraphen mit dem Durchmesser 1000. Die z-
Achse gibt die angewendete Breitensuchvariante und die y-Achse die Breitensuchbaumhéhe an.
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Delaunay-Graphen Delaunay-Graphen sind Graphen, die durch eine Delaunay-Triangulierung en-
standen sind [8]. Diese Graphen finden in der industriellen Bildverarbeitung oft Verwendung. Bei der
Generierung solcher Graphen werden zufillig eine Anzahl von Knoten beliebig in die Ebene verstreut
und das Voronoidiagramm dieser Knoten gebildet. Danach wird das Dualititsprinzip planarer Gra-
phen verwendet und der Dualgraph des Voronoi-Diagramms bestimmt. In Abbildung 18 sehen wir
ein Voronoidiagramm aus dem ein planarer Delaunay-Graph entsteht. Also sind Delaunay Graphen
insbesondere planar und alle Facetten auBer der duleren Facette sind trianguliert.

Abbildung 18: Links ist ein Voronoidiagramm abgebildet und Rechts der zugehorige Delaunay-Graph.

Beobachtungen haben gezeigt, dass das Hohenspektrum bei Delaunay-Graphen sehr klein ist und da-
durch sich die Wahrscheinlichkeit eine grofle Verbesserung zu erzielen vermindert. Unsere Vermutung
hat sich experimentell bestitigt. Fiir diese spezielle Graphklasse haben wir auf einigen Graphen, in
denen der Mittelwert der Knotengrade 2, 5 betrigt, die Heuristiken angewendet. Alle diese Graphen
unterschiedlicher Knotenzahl haben sich als Ahnlich hinsichtlich der Optimierung erwiesen. Wir wer-
den deshalb nur die erstellten Diagramme fiir einen Delaunay-Graphen mit 10000 Knoten und 25000
Kanten im Folgenden angeben.

Hohenminimierung: Es hat sich herausgestellt, dass die Breitensuchhohe dieser Graphklasse sich nicht
so gut minimieren 146t wie die anderen Graphklassen. Die Abbildungen 19, 20 und 21 verdeutlichen
diesen Sachverhalt. Der Radius des Graphen ist 44 und der Durchmesser gleich 54. Sowohl der Radius
als auch der Durchmesser werden als Breitensuchdhen selten angenommen. Ein viertel aller Knoten
liefern die Baumhdohe 51, welches nahe am Durchmesser liegt. Man sieht, dass die Optimierung die
Héufigkeit dieser Hohe nur gering verringern konnte. Aber die Haufigkeit der Hohe 52 konnte un-
gefihr von 2000 auf 1000 reduziert werden. Der Radius wird ungefdhr 250 mal angenommen, was
im Vergleich zur nicht optimierten Variante deutlich gestiegen ist. Desweiteren kann man beobach-
ten, dass die Haufigkeit der niedrigen Hohen gestiegen und die der groBen Hohen gefallen ist. Die
Hohe 50 ist hierbei die Grenze zwischen den niedrigen und den groen Baumhdhen. Die verschie-
denen Breitensuchvarianten liefern unterschiedliche Ergebnisse, wobei auch hier die permutierenden
Breitensuchen bessere und die balancierte Breitensuche schlechtere Ergebnisse geliefert hat.

Hohenmaximierung: Das Auffinden eines hohen Breitensuchbaums hat sich auch fiir diese Graphklas-
se als erfolgreich erwiesen. In fast 100% der Fille wird durch die Optimierung ein Breitensuchbaum
der Hohe groBer gleich 52 gefunden. Desweiteren kann man beobachten, dass die Art der Breitensu-
che, die fiir die Hohenmaximierung verwendet wird, hier auch keine Rolle spielt.
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Abbildung 19: Oben: Delaunay-Graph mit 5000 Knoten und 12500 Kanten. Die xz-Achse gibt die
Breitensuchvariante und die y-Achse die Baumhohe an. Links: Hohenminimierungsheuristik. Rechts:
Hohenmaximierungsheuristik.
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Abbildung 20: Delaunay-Graph mit 10000 Knoten und 25000 Kanten. Die x-Achse gibt die Breiten-
suchvariante und die y-Achse die Baumhohe an. Links: Hohenminimierungsheuristik. Rechts: Ho-
henmaximierungsheuristik.
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Abbildung 21: Links: Delaunay-Graph mit 5000 Knoten und 12500 Kanten. Rechts: Delaunay Graph
mit 10000 Knoten und 25000 Kanten.Die x-Achse gibt die Baumhohe und die y-Achse die Hiufigkeit
an. o = Ohne Optimierung, A = Mit Optimierung EB.
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LEDA-Graphen LEDA-Graphen sind Graphen, die durch eine LEDA-Triangulierung [8] entstan-
den sind. LEDA-Graphen gehoren genau wie die Delaunay-Graphen zur Klasse der planaren Graphen.

Abbildung 22: LEDA-Graph mit 20 Knoten und 50 Kanten.

Hohenminimierung: In dieser Graphklasse konnte mit der Hohenminierungsheuristik immer eine nen-
nenswerte Verbesserung erzielt werden. Insbesondere wurde dadurch der Radius deutlich 6fters an-
genommen. In der Abbildungen 23, 2.4.5 und 25 sieht man den Unterschied zwischen der nicht opti-
mierten und optimierten Variante.

Der Radius des Graphen mit 10000 Knoten und 25000 Kanten ist 10 und wird als Hohe eines Brei-
tensuchbaums selten angenommen. Wendet man aber die Optimierung PB (genauer VB) an, so sieht
man, dass ein Breitensuchbaum mit einer Hohe gleich dem Radius ungefihr 4000 mal gefunden wird.
Auch noch zu erkennen ist die Tatsache, dass mit mehr als 80%-er Wahrscheinlichkeit bei der Anwen-
dung dieser Optimierung aus einem beliebigen Startknoten eine Hohe kleiner gleich 13 zu erwarten
ist.

Hohenmaximierung: Es wird ein relativ Hoher Baum mit jeder Breitensuchvariante gefunden. Der
Durchmesser des Graphen ist 19 und wir finden aus jedem beliebigen Startknoten mit der Heuristik
einen Baum, dessen Hohe groBer als 17 ist. Anhand der Abbildung 2.4.5 kann man diese Tatsache
beobachten. Insbesondere sieht man ganz deutlich anhand der Abbildung 25, dass die 19 als Breiten-
suchbaumhohe sehr selten vorkommit.

Insgesamt hat unsere Testreihe mit LEDA-Graphen unterschiedlicher Knotenanzahl » und Kanten-
anzahl 2.5 - n ergeben, dass die Optimierung PB nicht immer, aber im Schnitt betrachtet, bessere
Ergebnisse liefert als alle anderen Varianten der Optimierungsheuristik.
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Abbildung 23: Die z-Achse gibt die Breitensuchvariante und die y-Achse die Baumhohe an. LEDA-
Graph mit 5000 Knoten und 12500 Kanten. Links: Anwendung der Hohenminimierungsheuristik.
Rechts: Anwendung der Hohenmaximierungsheuristik.
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Abbildung 24: Die x-Achse gibt die Breitensuchvariante und die y-Achse die Baumhohe an. LEDA-
Graph mit 10000 Knoten und 25000 Kanten. Links: Anwendung der Hohenminimierungsheuristik.
Rechts: Anwendung der Hohenmaximierungsheuristik.
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Abbildung 25: Die z-Achse gibt die Baumhohe und die y-Achse die Haufigkeit an. Links: LEDA-
Graph mit 5000 Knoten und 12500 Kanten. Rechts: LEDA-Graph mit 10000 Knoten und 25000 Kan-
ten. o =Ohne Optimierung, A mit Optimierung EB.
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StraBengraphen Straengraphen sind Graphen, die aus realen Stralendaten von Stidten gebildet
werden, in dem Straen durch Polygonziige ersetzt werden. In jedem Schnittpunkt von Kanten wird
ein neuer Knoten eingefiigt, so dass der daraus resultierende Graph planar wird. Die neu eingefiigten
Knoten fiihren zu keiner Verdnderung der Struktur des Ursprungsgraphen. Wir betrachten in den Tests
StraBengraphen von Europa und der USA (Umgebung von San Francisco). Die Stralengraphen der
USA unterscheiden sich hinsichtlich ihrer Struktur von den Europagraphen dadurch, dass bei Straflen-
graphen von US-Stéddten deutlich mehr Knoten mit einem Knotengrad 2 existieren.

Hohenminimierung: Die grofite Verbesserung konnte bei Stralenraphen erzielt werden. In den meisten
Fillen kann man beobachten, dass das optimierte Hohenspektrum sich um fast der Hélfte des nicht
optimierten Falles erniedrigt hat. Insbesondere wird der Radius des Graphen sehr oft angenommen
und sehr groBe Hohen kommen nicht mehr vor.

Wenn wir den Stralengraph Karlsruhe mit 25539 Knoten und 32615 Kanten betrachten, so sehen wir,
dass hier der Radius im optimierten Fall ungefihr iiber 12000 mal angenommen wird und das Hohen-
spektrum sich von 300 (310-600) auf 40 (310-350) verkleinert hat. Es ist also sehr wahrscheinlich,
dass mit der Hoheminimierungsheuristik ein niedriger Baum konstruiert wird. Bei den Straengra-
phen von San Francisco konnte das gleiche Ergebnis beobachtet werden. Die unteren Diagramme
liefern eine Veranschaulichung des Sachverhalts.

Hohenmaximierung: Die Heuristik zur Hohenmaximierung liefert nach wie vor auch fiir diese Graph-
klasse erstaunlich gute Ergebnisse. Es wird fast immer ein hochster Breitensuchbaum gefunden. Dabei
scheint fiir dieses Verfahren auch bei grofleren Graphen 10 Durchlidufe vollkommen zu geniigen. Von
diesem Ergebnis kann man sich auch anhand der folgenden Diagramme iiberzeugen lassen.

Abbildung 26: Universititstadt Karlsruhe und Umgebung.
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Abbildung 27: Die z-Achse gibt die Breitensuchvariante und die y-Achse die Baumhohe an. Straen-
graph mcity03. Links: Anwendung der Hohenminimierungsheuristik. Rechts: Anwendung der Ho-
henmaximierungsheuristik.
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Abbildung 28: Die z-Achse gibt die Breitensuchvariante und die y-Achse die Baumhohe an. Strafen-
graph mcity04. Links: Anwendung der Hohenminimierungsheuristik. Rechts: Anwendung der Ho-
henmaximierungsheuristik.
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Abbildung 29: Die x-Achse gibt die Breitensuchvariante und die y-Achse die Baumhohe an. Stra-
Bengraph Karlsruhe. Links: Anwendung der Hohenminimierungsheuristik. Rechts: Anwendung der
Hohenmaximierungsheuristik.
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Abbildung 30: Stralengraph aus der Umgebung von San Francisco (Bezeichnung mcity03) mit 14122
Knoten und 14986 Kanten. Die x-Achse gibt die Baumhohe und die y-Achse die Haufigkeit an. Links:
Ohne Optimierung. Rechts: Mit der Optimierung EB.
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Abbildung 31: Stralengraph aus der Umgebung von San Francisco (Bezeichnung mcity04) mit 20025
Knoten und 20728 Kanten. Die x-Achse gibt die Baumhohe und die y-Achse die Haufigkeit an. Links:
Ohne Optimierung. Rechts: Mit der Optimierung EB.
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Abbildung 32: StraBengraph aus der Umgebung von Karlsruhe mit 25539 Knoten und 32615 Kanten.
Die x-Achse gibt die Baumhohe und die y-Achse die Haufigkeit an. Links: Ohne Optimierung. Rechts:
Mit der Optimierung EB.
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2.4.6 Zusammenfassung

Hohenminimierung Anhand der Tests konnte man beobachten, dass die permutierenden Breiten-
suchen bei der Hohenminimierung ein besseres Ergebnis erbracht haben als die anderen Breitensuch-
varianten. Die balancierte Breitensuche jedoch, hat im Vergleich am schlechtesten abgeschnitten. Bei
Delaunay-Graphen konnte mit keiner Breitensuchvariante eine deutliche Verbesserung erzielt werden,
was auf die spezielle Struktur dieser Graphklasse zuriickzufiihren ist. Fiir alle anderen Graphklassen,
die wir betrachtet haben, konnte eine Verbesserung erzielt werden.

Hohenmaximierung Fiir die Hohenmaximierung haben alle Breitensuchvarianten fast gleich gute
Ergebnisse geliefert, ndmlich eine Hohe nahe dem Durchmesser des Graphen. Daher scheint es nicht
von Belang zu sein, welche Breitensuche man in dieser Heuristik verwendet. Insbesondere funktio-
niert die Hohenmaximierung fiir alle Graphklassen recht gut und man kann in einigen wenigen Itera-
tionen einen hohen Breitensuchbaum finden.

Gesamtergebnisse In den folgenden Tabellen steht EW fiir den Erwartungswert. Desweiteren sind
die Graphklassen der Graphen durch ihren Prifix gekennzeichnet und tragen als ihren Index die Infor-
mation iiber ihre Knotenanzahl. Die Anwendung der Hohenminimierungsheuristik kennzeichnen wir
mit Min und die Maximierungsheuristik mit Max. Die Art der Breitensuche ist dabei die kantenper-
mutierende Breitensuche EB.

Graph Knotenanazahl | Kantenanzahl

Diameter_1000 3001 8997

Rect_80_20 1600 3100

Rect_40_40 1600 3120

Rect_100_100 10000 19800

LEDA_5000 5000 12500

LEDA_10000 10000 25000

Delaunay_5000 5000 12500

Delaunay_10000 || 10000 25000

mcity03 14122 14986

mcity04 20025 20728

Karlsruhe 25539 32615
Graph rad | diam | max(EBy,) | min(EByax) | EW(WB) | EW(EBmin) | EW(EByax)
Diameter_100 50 | 100 | 50 100 75.083 50 100
Rect_80_20 50 |98 89 98 74 57.801 98
Rect_40_40 40 | 78 59 78 59 48.633 78
Rect_100_100 100 | 198 | 149 198 149 123.654 198
LEDA_5000 9 17 15 17 13.167 10.566 17
LEDA_10000 10 | 19 19 17 14.686 13.278 18.702
Delaunay_5000 35 |43 42 38 38.725 38.262 41.289
Delaunay_10000 || 44 | 54 54 51 50.292 49.677 53.144
mcity03 311 | 621 | 352 621 451.595 | 312.069 621
mcity04 427 | 775 | 647 775 586.252 | 496.213 775
Karlsruhe 128 | 256 | 199 256 183.299 134.281 256
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3 Triangulierung

In der komplexen Phase vom Planar-Separator-Theorem wird ein triangulierter Graph benotigt. Damit
die Gesamtlaufzeit des Theorems nicht durch die Laufzeit des Triangulierungsalgorithmus beeinflusst
wird, sollte dieser lineare Laufzeit haben. Der bisherige Triangulierungsalgorithmus ist ein topologi-
scher statt ein geometrischer und wurde von Christian Uhrig und Torsten Hagerup vorgeschlagen [8].
Die Laufzeit des Algorithmus betrigt O(n + m), wobei mit n die Knotenanzahl und m die Kanten-
anzahl gemeint ist. Dabei iteriert man iiber die Knoten des Graphen und trianguliert fiir jeden Knoten
seine inzidenten Facetten. Welche planare Einbettung hierbei betrachtet wird, hdngt von der internen
Speicherung der Kanten des Graphen in den jeweiligen Datenstrukturen ab. Die Triangulierung der
inzidenten Facetten beruht auf der folgenden Beobachtung.

Gegeben sei ein einfacher ungerichteter zusammenhingender Graph G = (V, E). Desweiteren seien
x1,...,2, Knotenaus V und f = (x1, x9, x3, x4, x,) eine zu x1 inzidente Facette des Graphen. Falls
die Kante {x1, 3} nicht existiert, so kann man diese Kante hinzufiigen und der Graph bleibt planar.
Aus der Facette f entstehen somit zwei neue Facetten fi = (21,22, x3) und fo = (x1,23,...,2p).
Die Facette f; bildet ein Dreieck und ist damit trianguliert und muss nicht weiter betrachtet werden.
Falls die Kante {x1, x3} aber bereits existiert, so wissen wir, dass die Kante {x2, x4} nicht existieren
kann, da sonst f keine inzidente Facette zu 1 wire. Also konnen wir die Kante {x9, x4} hinzufiigen,
ohne die Planaritit des Graphen zu verletzen. Dadurch entstehen aus f ebenfalls zwei neue Facetten
fi = (z2,2z3,24) und fo = (x1,2,24,...,x,). Dementsprechend macht man mit der Facette fo
weiter und erhilt letztendlich nur noch eine Facette mit drei umrandenden Kanten. Dieses Verfahren
wendet man fiir die indzidenten Facetten aller Knoten an bis man eine Kantenanzahl von 3n — 6
erreicht hat. In welcher Reihenfolge die Knoten jedoch abgearbeitet werden ist nicht festgelegt und
wir konnen diese Tatsache, wie wir spéter noch sehen werden, ausnutzen.

Insgesamt ergibt sich mit dem Satz von Euler iiber die Kantenanzahl eines planaren Graphen (Siehe
Anhang) ein Triangulierungsalgorithmus mit linearer Laufzeit O(n).
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Abbildung 33: Bei der Triangulierung der inzidenten Facette f von xy kann man einen der beiden
Kanten {2, x4} oder {1, z3} hinzufiigen, ohne die Planaritit des Graphen zu verletzen.
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3.1 Triangulierende Breitensuche

Wir mochten den vorgestellten Triangulierungsansatz nutzen, um uns einen Breitensuchbaum minima-
ler Hohe fiir die komplexe Separationsphase zu konstruieren. Da die Triangulierung einer gegebenen
Einbettung eines planaren Graphen direkten Einfluss auf den Radius und Durchmesser des Graphen
hat und die Breitensuchhdhe eines Baumes genau zwischen diesen Werten liegt, kann es von Vorteil
sein, die Triangulierung bei der Konstruktion von Bdumen mit einzubeziehen. Hierfiir benutzen wir
den gleichen Ansatz, wie schon in der Einleitung erwihnt, nur dass wir nicht mehr in irgendeiner Rei-
henfolge die inzidenten Facetten der Knoten des Graphen triangulieren, sondern in einer Reihenfolge,
die dem eines Breitensuchbaums entspricht.

Gegeben sei der Graph G = (V, E) mit einer festen Einbettung und ein Knoten x; aus V, von dem
wir eine triangulierende Breitensuche konstruieren mochten. Desweiteren sei () eine Warteschlange,
die die Abarbeitungsreihenfolge der Knoten bestimmt, deren inzidenten Facetten wir triangulieren.
Zuerst fiigen wir alle Nachbarknoten von v zu ) hinzu, die noch nicht markiert sind und betrachten
danach alle inzidenten Facetten von v. Sei f = (x1, 29, ..., x,) einer dieser Facetten, die wir trian-
gulieren mdchten. Also gehen wir alle Knoten x, mit k aus {2,...,n — 1} durch und fiigen, falls
die Triangulierung dieser Facette nach dem vorgestellten Ansatz es erlaubt, die Kante {x1, z) } hinzu
und speichern x, in ), falls es nicht bereits als besucht markiert ist. Fiir alle Kanten {x;, z;} mit i, j
aus {2,...,n}, die bei der Triangulierung dieser Facette hinzugefiigt werden konnten, gibt es zwei
Moglichkeiten. Entweder wird diese Kante zum Graphen hinzugefiigt (Variante TB1) oder wir lassen
sie weg (Variante TB2). In beiden Fillen jedoch werden die Knoten z; und x; nicht zu ) hinzugefiigt.
Es konnte aber sein, dass diese bereits in () eingefiigt worden sind, da sie eine inzidente Kante zu
x1 hatten. Nach dem wir alle inzidenten F'acetten von x; abgearbeitet haben, machen wir mit dem
vordersten Knoten von () weiter. Das Verfahren endet, nach dem alle inzidenten Facetten aller Knoten
trianguliert sind.

Es entstehen also zwei Varianten der triangulierenden Breitensuche, die beide einen Baum der glei-
chen Hohe liefern, aber die daraus resultierenden triangulierten Graphen unterschiedlich sind. Da un-
sere Heuristiken auf unterschiedlichen Graphen angewendet verschiedene Ergebnisse liefern konnen,
werden hier beide Varianten betrachtet.

Lemma 3.1 Gegeben sei ein planarer Graph G = (V. E) und ein Knoten v aus V. Weiter sei f eine
Facette von G. Bei der triangulierenden Breitensche TB1 vom Wurzelknoten w aus gilt fiir alle Knoten
u, v auf der Facette f die folgende Bedingung:

|dist(w,u) — dist(w,v)| < 1.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei f = (x1, ..., z,) mitz; aus V firiaus {1,...,n}
und x; der Knoten, der f als inzidente Facette vor allen anderen Knoten abarbeitet und trianguliert.
Das heilit, 1 steht an vorderster Stelle in () unter allen Knoten, die f als inzidente Facette haben. Fiir
alle Knoten ¢ aus {xo,...,x,} gilt:

dist(w, t) > dist(w, z1).

Denn wiirde es nicht so sein, so wiirde ein Knoten wegen der Breitensucheigenschaft vor x; in @
existieren, der auf der Facette f liegt und aus dem die Facette f bereits trianguliert worden wire.
Andererseits kann wegen der Breitensucheigenschaften kein markierter Knoten z aus {z2,...,z,}

45



einen Abstand zur Wurzel dist(w, z) groBer als dist(w, x1) + 1 haben, da sonst die inzidenten Facet-
ten zu x; schon bearbeitet worden wiren. Also gilt fiir alle markierten Knoten z auf der Facette f:
|dist(w, z) — dist(w, x1)| < 1. Nach der Triangulierung von f existiert zu jedem Knoten h aus f eine
Kante {x1, h}. Insbesondere fiir die noch nicht markierten Knoten % bedeutet das:

dist(w, h) = dist(w, z1) + 1.

Somit ist die Behauptung fiir alle Knoten auf der Facette f bewiesen. O

Lemma 3.2 Die triangulierende Breitensuche in der Variante TB1 liefert einen genau so hohen Baum
wie die Variante TB2.

Beweis: Seien G, x1 und f wie im vorherigen Satz gewihlt. Mit G; bzw. G2 bezeichnen wir jeweils
die Graphen, die aus GG nach der Abarbeitung von x; mit der Variante TB1 bzw. TB2 entstanden sind.
Es gilt offensichtlich G; C G5 (Siehe Konstruktion). Ohne Einschridnkung sei bei der Abarbeitung
von 1 die erste Kante e = {u, v} in G5 hinzugekommen, die nicht in G enthalten ist. Die Kante e
verbindet zwei Knoten auf der Facette f. Nach dem Satz 3.1 gilt damit:

|dist(w, u) — dist(w, v)| < 1.

Somit wurde diese Kante, im schlimmstem Fall, zwischen zwei aufeinander folgenden Level des
Breitensuchbaums gezogen und dndert daher nichts an der Hohe des Breitensuchbaums. O

Aus dem Lemma 3.1 148t sich noch eine weitere interessante Feststellung machen, die den Einsatz
des Verfahrens in der komplexen Phase des Planar-Separator-Theorems noch stiarker motiviert. Man
kann némlich zeigen, dass man einen planaren zusammenhingenden Graphen mit einer gegebenen
Einbettung und einem fest gewihlten Knoten w in einer Art und Weise triangulieren kann, dass der
Breitensuchbaum mit w als Wurzel, eine minimale Hohe als Baum unter allen Méglichen Triangulie-
rungen hat, die fiir den Graphen existieren. Wir werden diese Feststellung als Satz formulieren und
beweisen. Im Folgenden bezeichnen wir mit B,,, einen Breitensuchbaum mit der Wurzel w in der
Triangulierung 7" des Graphen G.

Definition 3.1 Eine Triangulierung T eines einfachen zusammenhdngenden Graphen G = (V, E)
heifst optimal fiir einen Knoten w € V, falls fiir alle anderen Triangulierungen T" des Graphen gilt:

Hohe(By,) < Hohe(By,,).

Satz 3.1 Gegeben sei ein einfacher zusammenhiingender ungerichteter planarer Graph G = (V, E)
mit einer Einbettung und ein Knoten w aus V. Unter allen Breitensuchbdumen, die man aus w in einer
beliebigen Triangulierung dieser Einbettung erzeugen kann, liefert die triangulierende Breitensuche
die Triangulierung, fiir die ein Breitensuchbaum aus w eine minimale Hohe hat.

Beweis: Man nehme an, wir hitten eine optimale Triangulierung zu einem Knoten w und einen dazu-
gehdrigen Breitensuchbaum 75+ mit w als Wurzel, der eine niedrigere Baumhdohe als der Baum Tty,
hat, der durch eine triangulierende Breitensuche aus w entstanden ist. Sei e = {u, v} eine Kante, die
durch die optimale Triangulierung hinzugekommen ist und fiir die gilt:

distz, , (w,u) = disty, (w,u) 4)
distr, . (w,v) < disty, (w,v) Q)
distr, , (w,v) = disty, (w,u)+1 (6)
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Eine solche Kante muss existieren, da sonst die Breitensuchbdaume 7;,¢ und Tiy, die gleiche Hohe
hitten. Diese Kante verbindet zwei Knoten einer Facette f von GG und ist nicht in £ enthalten. Denn
wire sie in E enthalten, so wiirde distr, , (w,v) gleich dist,, (w,v) sein, was der Gleichung (5)
widersprechen wiirde. Damit ergibt sich insgesamt die folgende Berechnung:

distr,, (w,v) > distz, , (w,v) = distr, , (w,u) + 1 = distz,, (w,u) + 1.
Das heifit, die Knoten u, v aus V' liegen auf einer Facette f und dennoch gilt fiir sie:
disty,, (w,v) — distg,, (w,u) > 2.

Dies ist jedoch ein Widerspruch zum Lemma 3.1. Also ist die Annahme falsch und 73y, ist ein optima-
ler Breitensuchbaum. g

Im Folgenden werden wir anhand par Beispielen sehen, welche Auswirkungen die Triangulierung auf
Distanzen zwischen Knoten hat, die die Hohen von Breitensuchbdumen beeinflussen konnen. In der
Abbildung 34 betrachten wir die Distanz zwischen den Knoten 1 und x2 bei einer Triangulierung des
Graphen nach einer zufillig gewihlten Abarbeitungsreihenfolge der Knoten. Diese Distanz betrigt 3.
Wenn wir aber eine triangulierende Breitensuche beginnend aus dem Knoten x; starten wiirden, wie
es in der Abbildung 35 zu sehen ist, so verringert sich die Distanz zwischen den beiden Knoten auf
2. Diese Distanz ist gleichzeitig auch der kleinste annehmbare Wert bei der Betrachtung aller Trian-
gulierungen dieser festen Einbettung des Graphen. Die Triangulierung der dulleren Facette brauchen
wir fiir dieses Beispiel nicht zu betrachten, da die Triangulierung der duleren Facette hier keinen Ein-
fluss auf die Distanz der Knoten x; und x5 hat. Man muf} aber immer daran denken, dass alle diese
Behauptungen fiir eine feste Einbettung gelten. Bei der Triangulierung einer anderen Einbettung des
Graphen konnte sich die Distanz der Knoten wieder um einiges verringern oder erhohen. Man hat also
auch die freie Wahl bei der Betrachtung der Einbettungen. Mit der Wahl einer geschickten Einbettung
werden wir uns in dieser Arbeit aber nicht niher befassen, da dies eine Studie fiir sich ist.

Ein anderer Aspekt den wir motivieren mochten, ist die Minimierung des Radiuses eines planaren Gra-
phen. Wir wissen aus den vorausgegangenen Kapiteln, dass in einem Graphen ein Breitensuchbaum
minimaler Hohe, eine Hohe gleich dem Radius hat. Es stellt sich nun die Frage, wie man eine gegebe-
ne Einbettung eines planaren Graphen triangulieren muss, damit der daraus resultierende Graph den
kleinstmdglichen Radius unter allen moglichen Triangulierungen hat.

Lemma 3.3 Wenn man von jedem Knoten eines planaren zusammenhdiingenden Graphen G = (V, E)
eine triangulierende Breitensuche bildet, so liefert diese Breitensuche fiir den Knoten aus dem ein
Breitensuchbaum minimaler Hohe zustande gekommen ist, eine optimale Triangulierung der Einbet-
tung hinsichtlich der Minimalitdit des Radiuses.

Beweis: Der Beweis dieses Lemmas folgt direkt aus dem Lemma 3.1. Dieser sagt aus, dass man durch
die triangulierende Breitensuche aus einem Knoten eine Triangulierung der Einbettung bekommt, in
der die Breitensuche minimale Hohe hat. Aulerdem wissen wir, dass in jedem Graphen ein Knoten
existiert, dessen Hohe gleich dem Radius ist. Wir betrachten eine beliebige Triangulierung des Gra-
phen G = (V, E), die einen minimalen Radius verursacht. Den triangulierten Graphen nennen wir
G' = (V,E'). In G’ existiert ein Knoten w aus dem ein Breitensuchbaum als Hohe den Radius an-
nimmt. Wenn wir nun aus v eine triangulierende Breitensuche in GG konstruieren, so hat der daraus
resultierende Breitensuchbaum eine Hohe gleich dem minimalen Radius. O

Das Lemma 3.3 motiviert eine Heuristik, in der wir versuchen eine geeignete Triangulierung und einen
geeigneten Baum gleichzeitig zu finden. Diese Heuristik wird im néchsten Abschnitt vorgestellt.
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Abbildung 34: Links: Triangulierung des Graphen nach der zufillig gewihlten Knotenreihenfolge
(21,2, x3). Rechts: Der Abstand zwischen x; und v ist 3.

N4
Ty

Abbildung 35: Links: Triangulierende Breitensuche aus dem Knoten x;. Die Abarbeitungsreihenfolge
der Knoten ist (z1, x2, 3, 24). Rechts: Der Abstand zwischen 2 und v betrégt 2.
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3.2 Heuristik

Nach dem wir festgestellt haben, dass die Triangulierung des Graphen einen direkten Einfluss auf
das Hohenspektrum der Breitensuchbdume hat, mochten wir nun die Triangulierung bei der Suche
eines Breitensuchbaums mit minimaler Hohe mit einbeziehen. Wir kombinieren die Hohenminimie-
rungsheuristik mit der Triangulierung, in dem wir nicht mehr eine gewdhnliche Breitensuche machen,
sondern eine triangulierende.

Algorithmus 7 : Hohenminimierungsheuristik mit der triangulierenden Breitensuche.

Eingabe : Ein feste planare Einbettung eines einfachen zusammenhingenden Graphen
G = (V, E) mit einem Startknoten w aus V' und Parameter 7, der die Anzahl der
Durchldufe in der Heuristik bestimmt.

Ausgabe : Knoten z € V aus dem ein Breitensuchbaum mit einer geringen Hohe konstruiert
werden kann.

1 Starte eine triangulierende Breitensuche 1" mit w als Wurzel.

2 Speichere alle Kanten, die durch die Triangulation hinzugekommen sind in eine Liste L.
Bestimme die Menge der Zentrumsknoten Z von 7" und wihle einen Knoten z aus Z.

3 Losche alle Kanten aus dem Graphen, die in L enthalten sind und erniedrige .

4 Falls 7 groBer als Null ist, so setze w auf z und springe zu Schritt 1. Ansonsten gib z zuriick.

Jetzt miissen wir nur noch zeigen, dass nach Anwendung der Heuristik, ein Breitensuchbaum aus dem
Knoten z eine niedrigere oder hochstens gleiche Hohe wie ein Breitensuchbaum aus dem Startknoten
w hat. Diese Behauptung wird im folgenden Lemma bewiesen.

Lemma 3.4 Sei T,, der Breitensuchbaum, der aus dem Startknoten w und T, ein Breitensuchbaum,
der aus dem Ausgabeknoten z gebildet wurde. Es gilt dann die folgende Ungleichung fiir die Baum-
hohen:

Hohe(T,) < Hohe(Ty).

Beweis: Sei G, der Graph der aus G bei der Konstruktion von 7, entstanden ist und z; ein Knoten
aus Z(T,). Ein Breitensuchbaum B, mit z; als Wurzel hat in G, bereits eine Hohe kleiner gleich
der Hohe von T),,. Wenn wir nun eine triangulierende Breitensuche mit z; als Wurzel konstruieren, so
ist dieser, nach dem Lemma 3.1, hochstens gleich Hohe(B,,) < Hohe(T),). Nun konnen wir diese
Argumentation induktiv mit 2z als neues w fortsetzen und erhalten somit die Behauptung. (|

3.2.1 Experimente

Um zu untersuchen, wie gut die aufgestellte Heuristik mit der triangulierende Breitensuche funk-
tioniert, wurde sie mit der Hohenminimierungsheuristik und dem nicht optimierten Fall verglichen.
Damit dieser Vergleich auch fair bleibt, hat man auf einer planaren festen Einbettung eines Graphen
die Experimente mit einigen Graphklassen durchgefiihrt.
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Freiheitsgrade Bei der Verwendung dieser Heuristik steht man vor dem Problem, den Parameter %
fiir die Anzahl der Durchldufe geeignet zu wihlen. Desweiteren muss noch untersucht werden, ob die
Anwendung der Varianten T'B; und T'Bs unterschiedliche Ergebnisse liefern oder ob es nicht darauf
ankommt, welche Variante man verwendet.

Testreihe Zuerst hat man eine zufillige Triangulierung des Graphen betrachtet und danach die Ho-
henminimierungsheuristik und den urspriinglichen nicht optimierten Ansatz fiir diesen Graphen gete-
stet. Anschliefend hat man fiir den gleichen Graphen, der noch nicht trianguliert ist, mit der selben
Einbettung von jedem Knoten aus mit der Triangulierungsheuristik einen geeigneten Knoten gefunden
und dessen Baumhohe gemessen.

Fiir alle Verfahren bis auf die nicht optimierte Variante (WB) wurde der Parameter fiir die Anzahl der
Durchldufe der Heuristik auf 10 gesetzt. Auferdem wurde jeder Knoten des Graphen genau einmal
als Startknoten der Heuristik ausgewihlt. Dann wurde anhand dieser Daten der Erwartungswert und
der Median der Baumhohen fiir das jeweilige Verfahren bestimmt.

Testgraphen Fiir die Experimente hat man alle Graphklassen auler den Diametergraphen auch in
diesen Experimenten verwendet. Die Diametergraphen haben wir ausgelassen, da diese bereits trian-
guliert sind und die triangulierende Breitensuche somit die gleiche Wirkung wie eine normale Brei-
tensuche hiitte .

Diagramme Es sind einige interessante Ergebnisse hinsichtlich der Breitensuchbaumhéhen fiir ver-
schiedene Klassen von Graphen entstanden, die wir im Folgenden hauptséchlich, wie bereits bei den
vorherigen Untersuchungen, anhand von Boxplots prisentieren. Die Erwartungswerte der Baumhohen
der verschiedenen Verfahren haben wir als Kreuze eingezeichnet und mit einem Linienzug miteinan-
der verbunden. Es sind auch einige Diagramme dabei, in denen Treppenfunktionen zu sehen sind, die
die akkumulierten Wahrscheinlichkeiten angeben, eine Baumhohe kleiner gleich einem bestimmten
Wert zu haben. Die akkumulierte Wahrscheinlichkeit fiir den Wert = bezeichnet dabei die Wahrschein-
lichkeit, bei der Wahl eines zufilligen Wurzelknotens unter allen Knoten des Graphen, einen Knoten
zu wihlen, aus dem sich ein Breitensuchbaum mit einer Hohe kleiner oder gleich = konstruieren 146t.

Gittergraphen Es wurden die gleichen Gittergraphen wie schon zuvor untersucht. Es ist recht in-
teressant zu sehen, dass durch die triangulierende Breitensuche tatséchlich eine Verbesserung erzielt
werden konnte.

Ein anderes Ergebnis welches man beobachten kann, ist die Tatsache, dass die Hohenminimierungs-
heuristik u.U. ein noch besseres Ergebnis geliefert hat, falls die Triangulierung der Einbettung optimal
hinsichtlich der Minimalitit des Radiuses gewesen ist.

Weiter hat man die akkumulierte Wahrscheinlichkeit, eine kleinere Hohe als einen bestimmten Wert
zu haben, bei einem quadratischen Gittergraphen mit 10000 Knoten mit der akkumulierten Wahr-
scheinlichkeiten der Optimierungsansétze verglichen. Hierfiir siehe Abbildung 37.

Ergebnis Desweiteren sieht man aus dem Diagramm 37 auch, dass bei Anwendung der Triangulie-
rungsheuristik mit 100 %-er Wahrscheinlichkeit eine Hohe kleiner gleich 51 zu Stande gekommen ist,
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egal welcher Knoten als Wurzel des Baumes gewahlt wurde. Somit kann man mit der triangulierenden
Breitensuche fiir Gittergraphen ein deutlich besseres Ergebnis im Vergleich zur Hohenminimierungs-
heuristik erzielen.
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Abbildung 36: Die x-Achse gibt das angewendete Optimierungsverfahren und die y-Achse die Baum-
hohe. Links: Quadratisches Gitter mit 1600 Knoten(40 x 40). Rechts: Rechteckiges Gitter mit 1600
Knoten(80 x 20).
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Abbildung 37: Links: Die z-Achse gibt das angewendete Optimierungsverfahren und die y-Achse
die Baumhohe. Quadratisches Gitter mit 10000 Knoten (100 x 100). Rechts: Vergleich der akku-
mulierten Wahrscheinlichkeiten. Schwarz: Ohne Optimierung. Rot: Hohenminimierungsheuristik 10
Iterationen. Blau: Triangulierungsheuristik 10 Iterationen.

Delaunay-Graphen Man sieht recht deutlich an den unteren Diagrammen, die man aus Experimen-
tergebnissen mit Delaunay-Graphen unterschiedlicher Knotenzahl estellt hat, dass sich der Radius bei
verschiedener Triangulierung der Einbettung eines planaren Graphen dndert. Die Delaunay-Graphen
wurden so erzeugt, dass deren Kantenanzahl gleich dem 2.5-fachen der Knotenanzahl entspricht. Da-
her kommen garantiert neue Kanten durch die Triangulierung hinzu.

Ergebnis Fiir alle Graphen, die wir betrachtet haben, wurde durch die triangulierende Breitensuche
eine Verbesserung erzielt, worauf die Erwartungswerte der Baumhohen der verschiedenen Verfahren
andeuten. Die Varianten TB1 und TB2 liefern aber das gleiche Ergebnis.
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Abbildung 38: Links: Graph mit 3000 Knoten. Rechts: Graph mit 4000 Knoten. Die z-Achse gibt das
angewendete Optimierungsverfahren und die y-Achse die Baumhéohe an.
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Abbildung 39: Links: Graph mit 5000 Knoten. Rechts: Graph mit 10000 Knoten. Die x-Achse gibt
das angewendete Optimierungsverfahren und die y-Achse die Baumhohe an.
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Abbildung 40: Links: Graph mit 5000 Knoten und 12500 Kanten. Rechts: Graph mit 10000 Knoten.
Die x-Achse gibt die Baumhohe und die y-Achse die Hiufigkeit der Baumhohe an.(o=WB, A=VB,
+=TB1).
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Abbildung 41: Vergleich der akkumulierten Wahrscheinlichkeiten. Schwarz: Ohne Optimierung. Rot:
Hohenminimierungsheuristik 10 Iterationen. Blau: Triangulierungsheuristik 10 Iterationen. Links:
Delaunay-Graph mit 5000 Knoten. Rechts: Delaunay-Graph mit 10000 Knoten.

LEDA-Graphen Die Hohenminimierungsheuristik liefert bei LEDA-Graphen kein viel schlechte-
res Ergebnis als bei der Triangulierungsheuristik. Besser gesagt, kann ein schlechteres Ergebnis nur
dann anhand der unteren Diagramme beobachtet werden, wenn die Triangulierung in der urspriingli-
chen Variante (ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge der Knoten) nicht optimal gewesen ist. Mit der
optimalen Triangulierung ist eine Triangulierung gemeint, die fiir eine feste Einbettung den kleinsten
Radius fiir den Graphen hervorruft.

Fiir die untersuchten Graphen gilt das Kanten und Knotenverhiltnis von 2.5, also genau wie bei den
Delaunay-Graphen. Es existiert also auch hier ein kleiner Freiraum fiir neue Kanten die durch die Tri-
angulierung hinzukommen wiirden. Eine Vermutung ist, dass bei einer triangulierenden Breitensuche
alle neuen Kanten zu Gunsten des Wurzelknotens hinzukommen und deshalb dieser auch mit groerer
Wabhrscheinlichkeit im Zentrum des Baumes liegt. Diese Vermutung konnte eine Erklarung dafiir sein,
dass die Hohenminimierungsheuristik fast genau so gute Ergebnisse wie die Triangulierungsheuristik
geliefert hat.

Aus der Abbildung 43 (Unten (rechts)) ist insbesondere zu erkennen, dass der kleinste mogliche Ra-
dius, der nach einer Triangulierung der Einbettung des Graphen zu Stande kommen kann, fast zu
100%-er Wahrscheinlichkeit mit der Triangulierungsheuristik erreicht wurde, welches ein faszinie-
rendes Ergebnis ist.

o
—
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Abbildung 42: Links: Graph mit 1000 Knoten. Rechts: Graph mit 2000 Knoten. Die z-Achse gibt das
angewendete Optimierungsverfahren und die y-Achse die Baumhohe.
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Abbildung 43: Oben (links): Graph mit 3000 Knoten. Oben (rechts): Graph mit 4000 Knoten. Unten
(links): Graph mit 5000 Knoten. Unten (rechts): Graph mit 10000 Knoten. Die z-Achse gibt das
angewendete Optimierungsverfahren und die y-Achse die Baumhéohe an.

StraBlengraphen Bei Straengraphen hat sich die triangulierende Breitensuche als sehr effektiv er-
wiesen. Das liegt daran, dass diese Graphen, was die Kantenanzahl betrifft, nicht sehr dicht sind und
man deshalb meistens einen groeren Freiraum bei der Triangulierung solcher Graphen ausnutzen
kann. Auflerdem funktioniert bei dieser Klasse von Graphen bereits die Hohenminimierungsheuristik
ziemlich gut, daher wiirde durch eine Kombination dieser Heuristik mit der Breitensuche ein noch
besseres Ergebnis erzielt werden.

Testreihe Wir haben drei Experimente mit Straengraphen durchgefiihrt. Zwei davon auf Straflen-
graphen von US-Stiddten und den dritten auf den Stralengraphen von Karlsruhe, welches auch Entste-
hungsort dieser Arbeit ist. Die Experimete haben unsere Vermutung, eine Verbesserung zu erzielen,
wie man sich anhand der unteren Diagramme selbst iiberzeugen kann, bestétigt.

Ein sehr verbliiffendes Ergebnis kann man bei der Abbildung 45 sehen. Hier wurde bei einem Stra-
Bengraphen mit ungefdahr 25000 Knoten fast 15000 Mal der optimale Radius der Einbettung erreicht.
Man sieht auch, dass fiir diese Graphklasse die Triangulierungsheuristik im Test besser abschneidet
als die Hohenminimierungsheuristik.

Ergebnis Hier sollte man nochmal erwihnen, dass allgemein die Heuristiken fiir diese spezielle
Graphklasse besonders gute Ergebnisse erbracht haben. Diese Graphklasse findet in der Praxis hiufig
Verwendung z.B. bei der Berrechnung kiirzester Wege fiir ganze Landstriche und Linder und sonsti-
ges.
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Abbildung 44: Links: Stralengraph aus der Gegend San Francisco mit 14122 Knoten. Rechts: Stra-
Bengraph aus der Gegend San Francisco mit 20025 Knoten. Die x-Achse gibt das angewendete Opti-
mierungsverfahren und die y-Achse die Baumhohe an.
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Abbildung 45: StraBlengraph von Karlsruhe und Umgebung mit 25539 Knoten. Links: Die z-Achse
gibt das angewendete Optimierungsverfahren und die y-Achse die Baumhohe. Rechts: Die z-Achse
gibt die Baumhohe und die y-Achse die Haufigkeit der Baumhohe an. (o=WB, A=VB, +=TB1)
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Zusammenfassung Insgesamt konnte anhand den Experimenten beobachtet werden, dass mit der
Triangulierungsheuristik eine deutliche Verbesserung bzgl der erwarteten Baumhohe bei zufilliger
Wabhl eines Wurzelknotens erzielt wurde und diese im Vergleich zur Hohenminimierungsheuristik
eine besseres Resultat hinsichtlich dem Erwartungswert der Baumhohen liefert. Dabei hingt das Er-
gebnis der Triangulierungsheuristik im wesentlichen davon ab, wie viele Kanten der Eingabegraph
hat. Je weniger Kanten im Graphen existieren, desto mehr neue Kanten konnen durch die Triangulie-
rung hinzukommen, die Distanzen zwischen Knoten verringern. Insbesondere wenn der Graph bereits
trianguliert ist, stimmt die Triangulierungsheuristik mit der Hohenminimierungsheuristik iiberein.

In den unten angegebenen Tabellen sind die Testgraphen und die Ergebnisse der durchgefiihrten Ex-
perimente noch einmal vollstidndig aufgelistet.

Graph Knotenanzahl | Kantenanzahl

Rect_80_20 1600 3100

Rect_40_40 1600 3120

Rect_100_100 10000 19800

LEDA_5000 5000 12500

LEDA_10000 10000 25000

Delaunay_5000 || 5000 12500

Delaunay_10000 || 10000 25000

mcity03 14122 14986

mcity04 20025 20728

Karlsruhe 25539 32615
Graph rad | diam | min(TB1) | max(TB1) | EW(WB) | EW(TBI)
Rect_80_20 10 | 20 10 20 15.081 13.306
Rect_40_40 20 | 27 20 21 22.690 20.486
Rect_100_100 50 | 67 50 51 56.298 50.596
LEDA_5000 7 14 7 13 10.842 8.025
LEDA_10000 8 15 7 14 11.475 8.289
Delaunay_5000 || 26 | 34 24 32 29.681 27.008
Delaunay_10000 || 33 | 45 31 42 39.622 36.234
mcity03 11 | 21 7 11 14.194 7.318
mcity04 10 | 18 7 13 13.193 7.660
Karlsruhe 17 | 30 12 21 21.586 12.918
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4 Planar-Separator-Theorem

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Separation von planaren Graphen ist das Planar-Separator-Theorem
(PST). Das Schone an diesem Theorem ist die Aussage iiber die lineare Laufzeit des Verfahrens, wel-
ches die Verwendung dieses Theorems in der Praxis motiviert. Wie schon in der Einleitung erwihnt
wurde, ist eine hinsichtlich der Separatorgrofle und Balance akzeptable Separation von allgemeinen
Graphen ein N P-schweres Problem. Wobei jedoch, fiir die Klasse der planaren Graphen eine akzep-
table Separation in linearer Zeit moglich ist. Im Folgenden fassen wir die wichtigen Lemmata und
Sitze zusammen, die bei der Separation von planaren Graphen verwendet werden.

Satz 4.1 Planar-Separator-Theorem Die Knotenmenge eines zusammenhdngenden planaren Gra-
phen G = (V,E), n = |V| > 5 kann so in linearer Zeit O(n) in drei Mengen Vi, Vo, S C V
partitioniert werden, dass

1. S Separator, der V1 und Vs trennt,
3.8 <4-/n.
Ein anderes wichtiges Lemma, welches insbesondere im Satz 4.1 Verwendung findet, ist das Funda-

mentalkreisLemma (FCL) mit dem man auch einen Graphen separieren kann. Die Anzahl der Separa-
tionsknoten ist hierbei durch die Hohe eines aufspannenden Baumes nach oben abgeschitzt.

Lemma 4.1 Fundamentalkreis-Lemma Sei G = (V, E) ein planarer zusammenhdingender Graph mit
[VI=n>bundT = (V,E(T)) ein aufspannender Baum von G mit Wurzel w und Hohe h. Die
Knotenmenge von G kann so in linearer Zeit O(n) in drei Mengen Vi, Vo, S C V partitioniert
werden, dass

1. S Separator, der V1 und V> trennt,

2. |V

il

Vo|<2.n,

3. S<2-h+1.

Die Suche nach einem aufspannenden Baum minimaler Hohe wurde hauptséchlich durch dieses Lem-
ma motiviert. Wenn es moglich wire, aufspannende Biume mit geringerer Hohe zu konstruieren, so
konnten wir damit kleinere obere Schranken fiir die SeparatorgroB3e angeben und damit wiirde sich
auch eventuell die Separatorgrofie verringern. Daher haben wir in den vorherigen Kapiteln Heuristi-
ken und Verfahren untersucht, mit Hilfe denen wir Biume geringere Hohe finden und konstruieren
konnen, ohne dabei die Linearitidt der Laufzeit des Gesamtverfahrens zu verletzen. In diesem Kapitel
wird nun das Gesamtverfahren des PST in verschiedenen Phasen eingeteilt und vollstindig erldutert.
Danach wird eine Testreihe aufgestellt, um das PST mit den zusétzlichen Heuristiken und der nicht
optimierten Variante des PST vergleichen zu konnen. Wir werden sehen, dass in der Tat eine deutliche
Verbesserung bei den untersuchten Graphklassen erzielt werden konnte.
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Abbildung 46: Ein Graph mit 18 Knoten. Links: Ein Separator, der die Bedingungen des PST erfiillt
[Vi| = 7, |Va| = 6, |S| = 5. Rechts: Ein Separator, der die Bedingungen des PST nicht erfiillt
Vil =13, |Va] =2, |S]| =3.

4.1 Phasen des PST

Das PST kann man in zwei Phasen einteilen. Eine Phase der einfachen Separation und eine Phase der
komplexen Separation. In der Phase der einfachen Separation wird von einem beliebigen Knoten w
im gegebenen planaren Graphen G = (V, E) aus ein Breitensuchbaum gebildet, der eine beliebige
Hohe £ hat. Die Knoten des Graphen werden hierbei wie in Abschnitt 2.3.1 in Levels eingeteilt. Dann
werden drei Levels Level(m), Level (1) und Level (M) so ausgesucht, dass folgendes gilt:

1. p=min{i | 3j_oLevel(K) > 2},
2. m = max;<,{i | Level(i) < v/n},

3. M = min;>,({i | Level(i) < v/n} U{h +1}).

Anhand dieser Level wird dann versucht, wenn moglich, einen Separator anzugeben. Wir nennen eine
Separation giiltig, wenn sie die Garantien des PST erfiillt. Ansonsten bezeichnen wir sie als ungiiltig.
Falls |Level(u)| < 4-nund p < h, so liefert die folgende Belegung der Mengen V;, V5 und S wegen
der Leveleinteilungseigenschaft von Breitensuchbdumen einen giiltigen Separator.

1. S := Level(p),
2. Vi := U, Level(i),

3. Vo= UZH Level(z).

Ansonsten betrachtet man die Menge A, := Uf\i;llﬂ Level(7). Falls |A2| < 2/3 - n ist, so kann man
ebenfalls einen Separator mit einer anderen geschickteren Wahl von .S, V1 und V5 angeben. Hierfiir

betrachtet man zusitzlich die Knotenmengen A; := U?;Bl Level(i) und A3 := U?: a1 Level(7).
Dann ergibt die folgende Wahl der drei Mengen Vi, V5 und S eine giiltige Separation.

1. Vi = A, ke {1,2,3} VAN ‘Ak‘ = maX{Al,AQ,Ag},
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Abbildung 47: Veranschaulichung der einfachen Separationsphase.
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Abbildung 48: Veranschaulichung der einfachen Separationsphase.
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2. S :=Level(m) ULevel(M),
3. Vo=V \ (Vi UTh).

Falls aber |A3| > 2/3 - n ist, so gehen wir in die komplexe Separation iiber. In dieser Phase wird
aus den Graphen G ein neuer Graph G’ erzeugt, in dem man die Knoten ;" , Level(z) durch suk-
zessives Zusammenziehen von Kanten zu einem einzigen Knoten verschmilzt und alle Knoten aus
U?: s Level(7) entfernt. Auf G wird dann das Lemma 4.1 angewendet und ein Separator in G’ ge-

funden, den man leicht zu einem Separator von G, der die Bedingungen des PST erfiillt, umbauen
kann.

Abbildung 49: Veranschaulichung der komplexen Separationsphase.
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4.2 Optimierungskriterien

Bei praktischen Anwendungen von Algorithmen, die einen Separator bendtigen, gibt es eine Viel-
zahl anwendungsspezifischer Optimierungsgréfen. Drei dieser Optimierungsgroflen, die oft betrach-
tet werden sind die Balance, die Separatorgrdfie und die Ratio. Sei oBdA |Vi| < |Va, so ist die
Balance definiert als |V1]/|V2|. Je ndher dieser Wert an 1 ist, desto geringer wird die Rekursionstie-
fe bei Divide-and-Conquer Ansétzen sein. Die SeparatorgroB3e beeinflusst entscheidend die Laufzeit,
wenn Teillosungen zu Gesamtldsungen zusammengesetzt werden. Aus diesen beiden Tatsachen er-
gibt sich der Kompromisswert Ratio, der als |S|/|V;| definiert wird. Bei Optimierungen, in denen
man sowohl die Separatorgréfe als auch die Balance verbessern mochte, sollte man die Ratio als Op-
timierungskriterium verwenden. Je kleiner die Ratio letztendlich ist, desto besser ist die angewandte
Optimierung.

4.3 Freiheitsgrade

Wenn wir uns die Phase der einfachen Separation im Abschnitt 4.1 anschauen, stellen wir fest, dass
wir in der Konstruktion des Breitensuchbaums dieser Phase frei sind. Die Frage ist nun, welchen Ein-
fluss der Breitensuchbaum auf das PST haben kann. In dieser Arbeit wird untersucht, ob man durch
eine geschicktere Konstruktion dieses Breitensuchbaums, es schaffen kann, die Performanz des Ver-
fahrens zu verbessern. Wir vermuten, dass ein hoher Breitensuchbaum eine bessere Verteilung der
Knoten verursacht. Aulerdem wird es vielleicht nicht mehr so oft notig sein, in die komplexe Pha-
se des Theorems einzusteigen, da eine bessere Verteilung der Knoten die Wahrscheinlichkeit erhoht,
bereits bei der einfachen Separationsphase einen giiltigen Separator zu finden. Anders als in der er-
sten Phase wird in der zweiten Phase nicht unbedingt ein Breitensuchbaum bendétigt, sondern nur ein
aufspannender Baum. Dieser sollte eine moglichst geringe Hohe haben, da die Hohe des Baumes,
wie man anhand des FCL sehen kann, die Schranke der Separatorgréfle bestimmt. Bei aufspannenden
Biumen sind einige Baumparameter entscheidend von der Wurzelwahl abhdngig. Daher kann man
die Wahl einer geeigneten Wurzel ebenfalls als ein Freiheitsgrad bezeichnen. Hinzu kommt noch die
Triangulierung, die direkten Einfluss auf den Radius und Durchmesser des Graphen haben kann. Die
Wahl der Nichtbaumkante wird in dieser Arbeit nicht ndher untersucht, da sie Teil vorausgegange-
ner Arbeiten ist, und ausreichend untersucht wurde. Die Wahl der Einbettung wird ebenfalls nicht
betrachtet. Insgesamt kann man die genannten Freiheitsgrade wie folgt zusammenfassen.

o Konstruktion eines Breitensuchbaums fiir die einfache Separationsphase.

Konstruktion eines aufspannenden Baumes fiir die komplexe Separationsphase.

Triangulierung des Graphen G’ in der komplexen Separationsphase.
e Wahl einer Wurzel.

‘Wahl einer Nichtbaumkante.

Wahl der planaren Einbettung des Graphen.
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4.4 Vorausgegangene Arbeiten

Wie bereits erwihnt, wurde das Planar-Separator-Theorem von Lipton und Tarjan eingefiihrt [1].
Sie haben einen linearen Algorithmus angegeben, der einen Separator kleiner als 21/2n in einem
gegebenen planaren Graphen findet, der den Graphen in zwei Komponenten kleiner als 2n/3 aufteilt.
Djidjev verbesserte die Schranke der SeparatorgroBe auf 61/, und lieferte einen Beweis fiir eine
untere Schranke von 1.55,/n [2]. Beide Algorithmen basieren auf das Fundamental-Cycle-Lemma.
Seither entstanden eine ganze Reihe von Verfeinerungen. Schlielich wurde die derzeit beste untere
Schranke 1.97+/n. von Djidjev und Venkatesan bewiesen [3].

Ein weiteres Paper iiber das Planar-Separator-Theorem (PST) mit einigen interessanten Ergebnis-
sen wurde von Holzer et al. in [10] veroffentlicht. Bei der experimentellen Phase dieser Studie, kann
man beobachten, dass das Auslassen der Leveleinteilung in der ersten Phase und die Betrachtung von
Fundamentalzyklen als Separatoren ein deutlich besseres Ergebnis liefert. Daher kann man, was prak-
tische Anwendungen betrifft, direkt auf den Eingabegraphen das Fundamental-Cycle-Lemma (FCL)
anwenden. Diese Art der Separation wird auch Fundamental-Cycle- Separation (FCS) genannt. Was
die Garantien dieses Verfahrens betrifft, kann man lediglich eine Separatorgrofe kleiner als 2d + 1
garantieren, wobei mit d der Durchmesser des Eingabegraphen gemeint ist. Desweiteren wurden in
diesem Paper eine ganze Reihe von Optimierungsansitzen experimentell untersucht. Dabei wurden
die optimierten Algorithmen auf eine Vielzahl von Graphklassen angewendet, und statistisch bewer-
tet. Es hat sich herausgestellt, dass man durch die Beriicksichtigung einiger weiterer Freiheitsgrade
ein nochmal besseres Ergebnis in der Praxis erzielen kann. Mit diesen experimentellen Ergebnissen
werden wir uns nun ndher befassen.

4.5 Experimente

In diesem Abschnitte geht es darum, die verschiedenen Verfahren und Optimierungsansitze, die man
im Laufe dieser Arbeit iiber aufspannende Biume und der Triangulierung von planaren Graphen ent-
wickelt hat im PST einzubauen und deren Auswirkung auf die Balance und Separatorgrof3e zu testen.
Mit den derzeitigen Erkenntnissen aus den vorausgegangenen Kapiteln existieren eine Vielzahl von
Experimenten, die man durchfithren und bewerten kann. Es wird versucht, anhand von einigen Ex-
perimenten auf die wesentlichen Ergebnisse die entstanden sind anzudeuten. Fiir die Tests hat man
viele dieser Verfahren miteinander kombiniert und eine Reihe von Testldufen zusammengestellt, die
im Folgenden vorgestellt werden.

e A: Es wird nur die FCS ohne Optimierung angewendet.

e B: Es wird die die FCS angewendet, wobei statt der urspriinglichen Triangulierung die triangu-
lierende Breitensuche benutzt wird.

e C: Es wird die modifizierte Hohenabschidtzung mit 10 Durchldufen angewendet, in der ver-
sucht wird, Hohe Breitensuchbidume zu konstruieren, um die Breitensuchhohe eines Knotens
besser abschitzen zu konnen. Danach werden 5 Iterationen der Hohenminimierungsheuristik
und anschlieBende 5 fiir die Triangulierungsheuristik spendiert.

e D: Es wird die Hohenminimierungsheuristik mit 10 Durchldufen angewendet und danach aus
dem Ausgabeknoten eine triangulierende Breitensuchbaum gebildet.
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e E: Es wird die Hoshenminimierungsheuristik mit 15 Durchldufen angewendet und danach der
Ausgabeknoten als Startknoten der Triangulierungsheuristik mit 5 Durchldufen verwendet.

e F: Es wird das klassische PST angewendet, bei der nicht gleich in die Komplexe phase einge-
stiegen wird, sondern erst dann, wenn die einfache Separationsphase fehlgeschlagen hat.

e G: Es wird die Hohenmaximierungsheuristik mit 10 Durchldufen im klassischen PST angewen-
det.

4.5.1 Gittergraphen

Wie auch zuvor werden wir jeden Knoten des Graphen einmal als Startknoten wihlen und die erziel-
ten Ergebnisse abspeichern. Danach werden die Ergebnisse vom optimierten und nicht optimierten
Fall miteinander verglichen. Als Testgraphen haben wir ein quadratisches Gitter mit 10000 Knoten
gewihlt. Es konnte eine Verbesserung der Separatorgrof3e erzielt werden. Um zu sehen, wie die Sepa-
ration mit der bei der Separation verwendeten Bdume zusammenhingt, haben wir die Baumhdhen der
Separation auch abgespeichert und verglichen. Es hat sich in der Tat herausgestellt, dass die Separator-
grofe mit der Baumhohe korrespondiert. AuBerdem sieht man deutlich, das grofle Separatoren nicht
mehr vorkommen und der Erwartungswert der Separatorgrofle sich durch die Optimierung verdndert
hat. Man moge sich selbst anhand der folgenden Diagramme ein Bild machen.
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Abbildung 50: Quadratisches Gitter mit 10000 Knoten (100 x 100). Links: Die 2-Achse gibt das ange-
wendete Verfahren an und die y-Achse die Separatorgrof3e. Rechts: Die entsprechenden Baumhohen
der Separation. Die z-Achse gibt das angewendete Verfahren und die y-Achse die Baumhohe an.

4.5.2 Diametergraphen

Fiir die Tests haben wir einen Diamtergraphen mit dem Durchmesser 10000 ausgesucht. Da Diame-
tergraphen bereits trianguliert sind, kann man hier nur mit den Optimierungsverfahren der Hohen-
minimierung oder Hohenabschédtzung ansetzen. In Diametergraphen besteht ein optimaler Separator
genau aus drei Knoten. Bei Diametergraphen mit anderem Durchmesser haben wir genau die gleichen
Ergebnisse erzielt und werden deshalb nicht alle Experimente als Diagramme prisentieren. Die unte-
ren Diagramme zeigen welche Wirkung die Optimierung auf die Separatorgrof3e hat.
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Abbildung 51: Quadratisches Gitter mit 10000 Knoten (100 x 100). Links: Vergleich der Separation.
Die z-Achse gibt die SeparatorgréBe und die y-Achse die Haufigkeit der Separatorgrofle an. Rechts:
Vergleich der Baumhohen bei der Separation. Die x-Achse gibt die Baumhohe und die y-Achse die
Hiufigkeit der Baumhohe an. (o = Ohne Optimierung, /A = Optimierung B, + = Optimierung C).
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Abbildung 52: Diametergraph mit Durchemsser 10000. Links: Die x-Achse gibt die Separatorgrofie
an und die y-Achse das angewendete Verfahren. Rechts: Die x-Achse gibt die Haufigkeit der Separa-
torgroBe an und die y-Achse die SeparatorgroBe. (o=Ohne Optimierung, A=Experiment E).
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4.5.3 Delaunay-Graphen

Beobachtungen aus den Experimenten haben gezeigt, dass Delaunay-Graphen relativ grole Separa-
toren haben und sich nicht so leicht separieren lassen. Was die Baumhohe angeht, hat die Hohen-
minimierungsheuristik auch keine grofle Verbesserung erbracht. Dieses Ergebnis deutet darauf hin,
dass die Struktur dieser Graphen sehr speziell ist und vielleicht andere Verfahren angepasst an diese
Graphklasse entwickelt und untersucht werden miissen.

Insgesamt konnte aber mit einem kombinierenden Verfahren bestehend aus einer anfinglicher Hohen-
abschitzung mit anschlieBender Hohenminimierung und zu letzt Anwendung der Triangulierungs-
heuristik doch noch eine Verbesserung der Separatorgrofie erzielt werden. Die folgenden Diagramme
verdeutlichen diese Ergebnise.
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Abbildung 53: Delaunay-Graph mit 10000 Knoten. Links: Die z-Achse gibt das angewendete Verfah-
ren und die y-Achse die Separatorgréfe an. Rechts: Die entsprechenden Baumhohen bei der Separa-
tion. Die z-Achse gibt das angewendete Verfahren und die y-Achse die Baumhohe an.
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Abbildung 54: Links: Vergleich der Separation. Die z-Achse gibt die Separatorgréfie und die y-Achse
die Haufigkeit der Separatorgrof3e an. Rechts: Vergleich der Baumhohen bei der Separation. Die z-
Achse gibt die Baumhohe und die y-Achse die Haufigkeit der Baumhohe an. (o = Ohne Optimierung,
A = Optimierung B, + = Optimierung C).

4.5.4 LEDA-Graphen

LEDA-Graphen lassen sich besonders leicht separieren und haben im Vergleich zu anderen Graphen
auch meistens sehr kleine Separatoren. Weil bereits der Separator, der im nicht optimierten Fall ge-
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funden wird sehr klein ist, kann die Optimierung nicht sehr grof sein, da einfach kleinere Separatoren
nicht existieren konnen. Aber dennoch konnte mit dem FEinsatz der aufgestellten Heuristiken auch
eine Verbesserung bei dieser Graphklasse erzielt werden.

Erstaunlich ist die Tatsache, dass die Optimierungsvariante B, bei der lediglich die triangulierende
Breitensuche angewendet wird, hier und auch in den vorhergehenden untersuchten Graphklassen eine
deutliche Verbesserung erbringt und das bei geringerer Laufzeit, da ja eine Triangulierung wihrend
der Breitensuche stattfindet.
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Abbildung 55: LEDA-Graph mit 10000 Knoten. Rechts: Die x-Achse gibt das angewendete Verfahren
und die y-Achse die Separatorgro3e an. Links: Die entsprechenden Baumhohen bei der Separation.
Die z-Achse gibt das angewendete Verfahren und die y-Achse die Baumhohe an.
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Abbildung 56: Links: Vergleich der Separation: Die z-Achse gibt die Separatorgrofie und die y-Achse
die Haufigkeit der Separatorgrofie an. Rechts: Vergleich der Baumhohen bei der Separation. Die z-
Achse gibt die Baumhohe und die y-Achse die Haufigkeit der Baumhohe an. (o = Ohne Optimierung,
A = Optimierung B, + = Optimierung C).
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4.5.5 StraBengraphen

Die StraBengraphen haben wir ausgiebiger getestet als alle anderen Graphklassen, da Stralengraphen
die realen StraBennetze modellieren und damit als Testgraphen oder Eingabegraphen fiir Algorith-
men in praktischen Anwendungen sehr oft Verwendung finden. Oft mochte man von Divide-and-
Conquer Ansitzen bei sehr groen Eingabegraphen Gebrauch machen, da diese eine Parallelisierung
und Nebenldufigkeit ermdglichen. Um parallele Algorithmen auf grofle Eingabegraphen anwenden
zu konnen, ist das Separieren des Graphen eine Moglichkeit . Deshalb ist es umso wichtiger kleine
Separatoren fiir diesen Ansatz finden zu kénnen.

Wir fangen an mit dem Straengraphen von Karlsruhe. Es ist eine erstaunlich deutliche Verbesserung
der Separatorgrofle zu erkennen. Vor allem sieht man hier ganz deutlich, dass die Kurve der Separa-
torgrofen im Diagramm, welches in der Abbildung 58 links zu sehen ist, ein ganzes Stiick nach Links
verschoben ist. Weiter sieht man auf dem Diagramm auf der rechten Seite in der Abbildung 58 die
Baumhohen der Separation und sieht ganz deutlich, dass die durch die Optimierung gelieferten Baum-
hohen keine Schnittmenge mit dem Hohenspektrum des nicht optimierten Falles haben. Wenn wir die
Laufzeit, die wir insgesamt fiir unsere Heuristiken verbrauchen, fiir das zuféllige Wéhlen von Wurzel-
knoten und Konstruktion von Breitensuchbdumen investieren wiirden, hitten wir ein viel schlechteres
Ergebnis zu erwarten.

Die weiteren Straengraphen, die wir untersucht haben, waren Stralengraphen der Stidte Hamburg,
Berlin und San Francisco. Das Ergebnis welches fiir Karlsruhe erzielt wurde, wurde auch bei den
Straengraphen aller anderen getesteten Stadte erzielt. Somit konnen wir laut den Beobachtungen
aus den durchgefithrten Experimenten behaupten, dass fiir StraBengraphen die Optimierung einen
besonders hohen Performanzgewinn zur Folge hatte.
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Abbildung 57: StraBengraph von Karlsruhe mit 25000 Knoten. Oben (rechts): Die z-Achse gibt das
angewendete Verfahren und die y-Achse die Separatorgrofle an. Oben (links): Die entsprechenden
Baumhéhen bei der Separation. Die z-Achse gibt das angewendete Verfahren und die y-Achse die
Baumhohe an.
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Abbildung 58: Stralengraph von Karlsruhe mit 25000 Knoten. Links: Vergleich der Separation. Die
x-Achse gibt die Separatorgroe und die y-Achse die Haufigkeit der Separatorgrofe an. Rechts: Ver-
gleich der Baumhohen bei der Separation. Die z-Achse gibt die Baumhohe und die y-Achse die
Hiufigkeit der Baumhohe an. (o = Ohne Optimierung, /A = Optimierung B, + = Optimierung C).
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Abbildung 59: Straengraph von Berlin mit 63336 Knoten und 177458 Kanten. Oben (rechts): Die
x-Achse gibt das angewendete Verfahren und die y-Achse die Separatorgrole an. Oben (links): Die
entsprechenden Baumhohen bei der Separation. Die x-Achse gibt das angewendete Verfahren und die
y-Achse die Baumhohe an.
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Abbildung 60: Stralengraph von Berlin mit 63336 Knoten und 177458 Kanten. Links: Vergleich der
Separation. Die x-Achse gibt die SeparatorgrofSe und die y-Achse die Haufigkeit der Separatorgrofie
an. Rechts: Vergleich der Baumhohen bei der Separation. Die x-Achse gibt die Baumhohe und die
y-Achse die Hiufigkeit der Baumhohe an. (o = Ohne Optimierung, A = Optimierung B, + =
Optimierung C).
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Abbildung 61: Stralengraph von Hamburg mit 42424 Knoten und 111982 Kanten. Links: Die x-Achse
gibt das angewendete Verfahren und die y-Achse die Separatorgréfie an. Rechts: Die entsprechenden
Baumhohen bei der Separation. Die z-Achse gibt das angewendete Verfahren und die y-Achse die
Baumhdéhe an.
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Abbildung 62: StraBengraph von Hamburg mit 42424 Knoten und 111982 Kanten. Links: Vergleich
der Separation. Die x-Achse gibt die Separatorgrofle und die y-Achse die Haufigkeit der Separator-
groBBe an. Rechts: Vergleich der Baumhohen bei der Separation. Die x-Achse gibt die Baumhohe und
die y-Achse die Hiufigkeit der Baumhohe an. (o = Ohne Optimierung, /A = Optimierung B, + =
Optimierung C).

25
------{aabocaocnanccoo
] ----{eooooooo
10 12 20

15 20
14 16 18

10

T T T 1 T T T 1
A B D E A B D E

Abbildung 63: StraBengraph von SanFrancisco mit 14122 Knoten und 29972 Kanten. Links: Die
x-Achse gibt das angewendete Verfahren und die y-Achse die Separatorgrofle an. Rechts: Die ent-
sprechenden Baumhohen bei der Separation. Die x-Achse gibt das angewendete Verfahren und die
y-Achse die Baumhohe an.
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Abbildung 64: Straengraph von San Francisco mit 14222 Knoten und 29972 Kanten. Links: Ver-
gleich der Separation. Die x-Achse gibt die Separatorgrof3e und die y-Achse die Haufigkeit der Sepa-
ratorgrofe an. Rechts: Vergleich der Baumhdohen bei der Separation. Die z-Achse gibt die Baumhohe
und die y-Achse die Héufigkeit der Baumhohe an. (o = Ohne Optimierung, A = Optimierung B,
+ = Optimierung C).

4.5.6 Balance

Ein anderes Ziel auler der Verbesserung der Separatorgrofie, das wir anfanglich auch verfolgt hatten,
war die Verbesserung der Balance. Nach unserer Intuition hatten wir vermutet, dass ein hoher Brei-
tensuchbaum zu einer besseren Verteilung der Knoten in den Levels eines Breitensuchbaums fiithren
wiirde und somit die Levels spirlicher besetzt wiren. Eine spérlichere Besetzung der Levels wiirde
dann dazu fiihren, dass man seltener in die komplexe Separationsphase einsteigt. Leider konnte aber
bei der Balance keine deutliche Verbesserung erzielt werden. Dabei haben wir die hochsten Brei-
tensuchbdume anhand der Hohenmaximierungsheuristik mit 10 Durchldufen erzeugt und mit dem
klassischen nicht optimierten PST verglichen. Es waren keine deutliche Verdnderungen zu erkennen.
Die Balance héngt also nicht von der Baumhéohe ab, sondern von anderen Strukturen, die néher unter-
sucht werden miissen. Fiir den Vergleich der Balance vom optimierten Fall und nicht optimierten Fall
haben wir die untere Tabelle aufgestellt. Man sieht, dass auBler bei den Gittergraphen die Balance sich
nur um einige Tausendstel verbessert hat.

Graph Balance (ohne Optimierung) | Balance (mit Optimierung)
diameter_1000 0.9999000 0.9998667
rect_100_100 0.9879280 1.0000000
leda_10000 0.5364803 0.5491240
delaunay_10000 || 0.9352510 0.9498685
mcity03 0.9927714 0.9943335
berlin 0.9922583 0.9954651
Karlsruhe 0.9858630 0.9821042
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S Zusammenfassung

In diesem Abschnitt werden wir die wesentlichen Ergebnisse zusammenfassen, die hinsichtlich des
Planar-Separator-Theorem zu Stande gekommen sind und dem Leser einen Gesamtiiberblick iiber
unser Vorhaben und Ergebnisse in dieser Arbeit verschaffen.

Ziele Ziel dieser Arbeit war es, das PST fiir praktische Anwendungen zu optimieren und experimen-
tell zu analysieren. Dafiir haben wir einige Freiheitsgrade des Theorems, wie die Konstruktion auf-
spannender Baume und die Triangulierung detailliert untersucht. Aus diesen Untersuchungen haben
wir dann einige Heuristiken und Verfahren entwickelt, mit denen wir das PST optimieren wollten. Die
wichtigsten Heuristiken waren die Hohenminimierungsheuristik und die Triangulierungsheuristik, in
der eine triangulierende Breitensuche verwendet wird, die aus der Kombination einer Breitensuche
und einer Triangulierung des Graphen entstanden ist.

Experimente Die Experimente bestanden darin, die Heuristiken im PST einzubauen und mit dem
nicht optimierten Fall zu vergleichen. Es gab auch einige Freiheitsgrade in den aufgestellten Heuri-
stiken, wie die Wahl einer Breitensuchvariante und Anzahl der Durchldufe. SchliefSlich konnten wir
anhand der durchgefiihrten Experimente in dieser Arbeit beobachten, dass sowohl die aufspannenden
Biume als auch die Triangulierung einen direkten Einfluss auf die Seaparatorgro3e haben. Im Beispiel
der StraBengraphen hat sich zum Beispiel das Intervall der angenommenen Separatorgrofien fiir den
StraBengraphen Hamburg von [58, 87] (nicht optimierter Fall) zu [37, 60] (optimierter Fall) veréindert,
welches ein beachtliches Ergebnis ist, da das SeparatorgroBBenspektrum fast vollstindig verschoben
wurde.

AuBerdem hat sich die Fesstellung aus den vorausgegangenen Arbeiten nochmal bestitigt, dass die
Wahl der Wurzel eine unmittelbare Wirkung auf die Qualitit des Separators hat. Diese Tatsache liegt
in erster Linie daran, dass die Struktur der aufspannenden Baume, die im Verlauf des Algorithmus
verwendet werden, stark von der Wurzelwahl abhingig ist und genau deswegen auch einen Einfluss
auf den Separator haben. Desweiteren konnten wir auch beobachten, dass durch eine geschickte Tri-
angulierung des Graphen, ebenfalls kleinere Separatoren gefunden wurden.

Gesamtergebnisse Insgesamt konnen wir behaupten, dass wir mit Hilfe der aufgestellten Heuristi-
ken zum Zwecke der Wurzelwahl und Triangulierung des Graphen fiir die meisten getesteten Graph-
klassen eine deutliche Verbesserung hinsichtlich der Separatorgrofe erzielt haben. Die Balance scheint
aber von anderen strukturellen Eigenschaften des Graphen abzuhingen als die Baumhohe. Denn mit
der Hohenmaximierungsheuristik haben wir sehr hohe Breitensuchbdume konstruiert und dennoch
die Balance dadurch nicht verbessern konnen. Im Groflen und Ganzen sind jedoch die Garantien des
PST fiir die GroBen der zerlegten Teilgraphen weiterhin erfiillt und wir haben kleinere Separatoren
gefunden.

6 Ausblick

Mit den hier in dieser Arbeit betrachteten Freiheitsgraden hat man noch lang nicht alle weiteren Mog-
lichkeiten einer Verbesserung des PST ausgeschopft. Es sind noch etlich viele Optimierungsansétze
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vorhanden, die es Wert sind néher untersucht zu werden und die wir im Folgenden zusammenfassen
werden.

e Welche Einbettung eines planaren Graphen ist am besten fiir eine Triangulierung geeignet.
Durch eine geeignete Einbettung und anschlieBender Triangulierung kann der Radius des Gra-
phen noch kleiner werden und somit auch die Konstruktion von niedrigeren Baumen moglich
sein. Hierfiir siche man die Abbildung 65, die zwei Einbettungen des gleichen Graphen dar-
stellt, in denen durch eine Triangulierung verschiedene Radien entstehen .

e Welche Ergebnisse wiirde man erhalten, wenn man die triangulierende Breitensuche mit an-
deren Breitensuchvarianten kombiniert. Hierfiir wiren z.B. die permutierenden Breitensuche
besonders interessant zu untersuchen, da sie im Vergleich zu anderen Breitensuchen bessere
Ergebnisse erbracht haben.

e Gibt es besondere Eigenschaften und Freiheitsgrade, mit denen wir die Balance verbessern
konnen oder ist die Balance von der Struktur der Graphen abhéngig.
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ANWANANWAN

() Einbettung eines Graphen G.

(b) Durch eine Triangulierung der Einbettung in (a) des Graphen G ist Radius 1 moglich.

(c) Andere Einbettung des Graphen G, in der Radius 1 nicht moglich ist.
Die Knotenpaare mit der gleichen Farbe haben fiir beliebige Triangulie-
rungen dieser Einbettung einen Mindestabstand gleich 2.

Abbildung 65: Einfluss der Einbettung eines planaren Graphen auf die durch eine Triangulierung
entstehenden Radius.
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Anhang

Im Folgenden werden einige Definitionen von Begriffen aus der Graphentheorie angegeben, die das
Verstindnis der Arbeit erleichtern.

1 Einfacher ungerichteter Graph: Ein einfacher ungerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer
endlichen Menge V von Knoten und einer endlichen Menge E von Kanten, sowie einer Vorschrift, die
jeder Kante e € E genau zwei Knoten v, w € V mit v # w zuordnet und umgekehrt. Die Knoten
v, w werden Endknoten der Kante e genannt.

2 Darstellung von Graphen: Ein Graph G = (V, E) kann dargestellt werden, indem man die Knoten
aus V' auf Punkte in der Ebene abbildet, und die Kanten aus F als Jordam-Kurven (stetige sich selbst
nicht kreuzende Kurven) zwischen den Endpunkten.

3 Teilgraph: Ein Teilgraph T' = (V(T'), E(T")) eines Graphen G = (V, E) ist wieder ein Graph, so
dass V(T) CV und E(T) C E.

4 Weg: Ein Weg W ist eine Folge v, . . . , v, von nicht notwendig verschiedenen Knoten v; € Vmit
i =0,...,k wobei entweder k = 0 oder so dass fiiri =0, ...,k gilt: {v;,v;11} € E. Seine Liinge
ist die Anzahl k der Kanten, die er enthdlt. Ein Weg ohne Knotenwiederholung heifit einfach.

5 Kreise und Zyklen: Ein Weg fiir den Anfangs- und Endknoten identisch sind heif3t Kreis oder Zykel.
Ein Kreis, an dem aufler Anfangs- und Endknoten alle Knoten verschieden sind, heifit einfach.

6 Zusammenhiingender Graph: Ein Graph G = (V, E) heif$t zusammenhingend, wenn es zwischen
Jje zwei Knoten aus V' einen Weg in G gibt. Ansonsten ist G unzusammenhdngend.

7 Aufspannender Baum: Ein Teilgraph T = (V(T'), E(T') eines Graphen G = (V, E) heifst auf-
spannender Baum von G, falls T ein Baum ist und V(T') = V. Ein beliebiger Knoten in T kann als
Wurzel w ausgezeichnet sein. Dann wird T auch Wurzelbaum genannt. Das Level oder die Hohe eines
Knotens v definiert sich als die Linge des eindeutigen Weges vom Knoten v zur Wurzel.

8 Planarer Graph: Ein Graph G = (V, E) heifit planar, wenn es eine Darstellung von G gibt, in
der sich die Kanten nicht kreuzen, also nur in Knoten treffen. Eine solche Darstellung nennen wir
dann auch planare Einbettung. Eine planare Einbettung eines Graphen zerlegt die Ebene in Facetten
(Gebiete, Flichen).

9 Bemerkung: Zu jedem Knoten v bzw. Kante e eines planaren Graphen existiert eine planare Ein-
bettung des Graphen, bei der v bzw. e auf dem Rand der duferen Facette liegt.

10 Satz von Euler: In einem einfachen zusammenhdngenden planaren Graph G = (V, E), mit |V | =
n, |E| = mund f Anzahl der Facetten gilt fiir jeder seiner planaren Einbettungen

n—m+ f=2.
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11 Bemerkung: Ein zusammenhdngender planarer Graph ohne Kreise (also ein Baum) mit n Knoten
besitzt n — 1 Kanten.

12 Bemerkung: Ein planarer einfacher Graph mit n > 3 Knoten hat hichstens 3n — 6 Kanten. Ein
planarer Graph mit n Knoten ist Kantenmaximal falls er 3n — 6 Kanten besitzt.

13 Triangulierung: Sei G = (V, E) ein planarer eingebetteter Graph. Ein Graph G' = (V, E’)
heifit Triangulierung von G, falls G’ ein kantenmaximaler planarer Graph ist, der G als Subgraph
enthiilt. In einer Einbettung von G’ sind alle Facetten Dreiecke.

14 Separator: Ein Separator S im Graphen G = (V, E) ist eine Teilmenge von'V, so dass durch das
entfernen von S aus G, der Graph G in mindestens zwei Teilgraphen, die nicht miteinander verbunden
sind, zerfdllt.
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