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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein schon vorhandenes Verfahren zur Berechnung der Paarbetween-
ness PB von je zwei Knoten eines Netzwerkes durch eine Reduktion des Graphen auf
seinen 2-Core im Hinblick auf den Speicherverbrauch und die Laufzeit verbessert. Dabei
wird das vorhandene Verfahren modifiziert, so dass bei der Paarbetweennessberechnung
im 2-Core auch Wege zu Knoten, die auflerhalb des 2-Cores liegen beriicksichtigt werden.
Es wird gezeigt, dass mit Hilfe der Paarbetweennesswerte im 2-Core und wenigen zu-
sitzlich vorberechneten Werten auch die Paarbetweennesswerte von Knotenpaaren, bei
denen mindestens ein Knoten nicht im 2-Core liegt, zu jeder Zeit mit geringem Aufwand
berechnet werden kénnen. Der Aufwand fiir die Vorberechnung ist linear in der Anzahl
der Kanten, die zu mindestens einem Knoten auflerhalb des 2-Cores inzident sind. In
der Evaluation zeigt sich, dass das Verfahren fiir Graphen mit kleinem 2-Core tatsich-
lich schneller ist und dass durch den geringeren Speicherbedarf auch gréflere Netzwerke
verarbeitet werden kénnen
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1. Einleitung

Die Betweenness wurde urspriinglich als Mafl zur Analyse von sozialen Netzwerken ent-
wickelt, und kann sinngeméfl auch fiir andere Netzwerke, wie beispielsweise Stralennetze
oder Internetverbindungen verwendet werden. Die Modellierung des Netzwerkes erfolgt
dafiir durch einen Graphen G = (V, E), wobei die Knotenmenge V fiir die Teilnehmer
des Netzwerkes steht, und die Kantenmenge E Verbindungen zwischen diesen Teilneh-
mern reprasentiert. Zur Beschreibung der Grofle eines Graphen werden im allgemeinen
die beiden Mafizahlen |V| = n und |E| = m verwendet. Die Betweenness eines Knotens
v beschreibt den Anteil der kiirzesten Wege zwischen je zwei Knoten des Netzwerkes,
die tiber v fithren. Die Distanz d(s,t) zwischen zwei Knoten s und t ist bei gewichteten
Graphen die Summe der Kantengewichte aller Kanten, die einen kiirzesten Weg zwischen
s und ¢ bilden. Fiir ungewichtete Graphen ist d(s, t) somit gleich der Summe der Kanten
eines kiirzesten Weges von Knoten s zu Knoten t. Mit o4 wird die Anzahl der kiirzesten
Wege von einem Startknoten s zu einem Zielknoten ¢ bezeichnet. o4 (v) ist die Anzahl
der kiirzesten Wege von s nach ¢, die zusétzlich {iber den Knoten v fithren. Damit lédsst
sich die Betweenness B(v) eines Knotens v auf die folgende Weise definieren:

Bv):= Y 75 (v) (1.1)

g
SFEVFEL st

Die schnellsten bekannten Algorithmen zur exakten Berechnung der Betweenness ba-
sieren auf dem Algorithmus von Brandes [BraOl]. Dieser beruht auf der n-fachen Aus-
fithrung des Single-Source-Shortest-Path-Problems, mit anschlielender Berechnung der
Dependency 0se(v) eines Knotens v zum Startknoten s:

Jse(V) 1= Zajis(:) (1.2)

teV

Fiir gewichtete Graphen wird das Single-Source-Shortest-Path-Problem standardméBig,
mit dem Algorithmus von Dijkstra gelost, fiir ungewichtete Graphen kann eine einfa-
che Breitensuche durchgefiihrt werden. Die Berechnung der Dependencies ist wesentli-
cher Bestandteil von Brandes Algorithmus und erfolgt fiir jeden Startknoten in
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O(m). Die Laufzeit wird also, vor allem im gewichteten Graphen durch die Berechnung
der kiirzesten Wege verursacht. Da das Single-Source-Shortest-Path-Problem fiir jeden
Knoten des Netzwerkes gelost werden muss, ergibt sich insgesamt, ein Aufwand von
O(n2log(n) + nm) fiir den gewichteten Graphen und ein Aufwand von O(nm) fiir den
ungewichteten Graphen. In dieser Arbeit werden nur ungerichtete, ungewichtete Gra-
phen betrachtet. Aufgrund der recht hohen Laufzeit von Brandes Algorithmus, findet
man in der Literatur einige Losungsmoglichkeiten, um die Betweenness auch fiir sehr
grofie Graphen berechnen zu kénnen. Dies wird in durch einen approximativen
Ansatz gelost, denkbar ist es aber auch parallele Varianten zu entwickeln. Eine Idee, die
auch in dieser Arbeit weiterverfolgt wird ist es, den Graphen zu reduzieren [BGPL11],
und den Algorithmus danach auf einer kleineren Instanz und somit mit weniger Aufwand
durchzufiihren.

Um die Betweenness einer Gruppe C auszurechnen, betrachtet man Wege von einem
Startknoten s zu einem Zielknoten ¢, die iiber mindestens einen Knoten der Gruppe
fithren. Die Anzahl dieser Wege wird mit o4 (C') bezeichnet. Die Zentralitit der Gruppe
188t sich dann wie folgt berechnen:

GB(C):= > <‘”(C)> (1.3)

ag
steV\C|s#t st

Die Gruppenbetweenness beschreibt den Anteil der Informationswege, die iiber mindes-
tens einen Knoten der betrachteten Gruppe fiihren. Die Betweenness einer einzelnen
Gruppe der Grofe k, kann durch eine Variante von Brandes Algorithmus aus be-
rechnet werden [Bra08]. Fiir die Problemstellung eine Gruppe mit maximaler Gruppen-
betweenness zu finden, wird in der Literatur das Verfahren aus vorgeschlagen,
welches sich dadurch auszeichnet die Gruppenbetweenness von mehreren Gruppen relativ
schnell berechnen zu kénnen. Das Verfahren basiert auf der Verwendung der Paarbet-
weenness PB(a,b), welche den Anteil der kiirzesten Wegen zwischen allen Knotenpaaren
beschreibt, die das geordnete Knotenpaar (a, b) enthalten. Die Anzahl der kiirzesten We-
ge von einem Startknoten s zu einem Zielknoten ¢ welche gleichzeitig {iber das geordnete
Knotenpaar (a,b) fithren, wird mit o4(a,b) bezeichnet. Die Paarbetweenness PB(a,b)
zweier Knoten a und b berechnet sich dann wie folgt:

PB(a,b) = Y (‘”(“b)) (1.4)

g
s,teV\{a,b} st

Der Algorithmus aus beruht auf einer recht aufwendigen Vorberechnung. Diese
besteht zum einen darin den Algorithmus von Brandes fiir die Berechnung der Between-
ness einmalig durchzufiihren und alle Distanzen d(s,t), die Anzahl der kiirzesten
Wege o4 und die Dependencies oge(v) zu speichern, was Speicherplatz im Bereich von
O(n?) erfordert. In in einem weiteren Schritt muss die Paarbetweenness PB(a,b) fiir
alle geordneten Knotenpaare (a,b) des Netzwerkes berechnet werden. Mit der Methode
aus wird dadurch ein Rechenaufwand im Bereich von O(n?) verursacht, wenn

folgende Formel verwendet wird:

PB(a,b) =Y b.a(D) ("S“‘”) (1.5)

ag
seV sb




Die Berechnung pro Knotenpaar geht in O(n), wenn die Paarbetweenness fiir je zwei
Knoten des Netzwerkes berechnet wird, resultiert daraus die oben angegebene kubische
Laufzeit. Sind die Werte einmal vorberechnet, kann die Gruppenbetwenness einer Gruppe
der Grofe k in O(k3) berechnet werden.

Motivation

Beschleunigung der Berechnung der Paarbetweenness aller Knotenpaare eines Netzwer-
kes. Die Paarbetweenness kann unter anderem zur Berechnung der Gruppenbetweenness
verwendet werden.

In wird ein Algorithmus beschrieben, der die Paarbetwenness von je zwei Kno-
tenpaaren, auf ungewichteten Graphen, in einer Laufzeit von O(nm + n?>*Plogn) berech-
net. Der Algorithmus basiert ebenfalls auf der Technik des Algorithmus von Brandes.
Nachdem von einem Startknoten s aus, alle kiirzesten Wege berechnet worden sind, wird
der Anteil aller Wege, die zu einem Zielknoten t fithren, und dabei das geordnete Knoten-
paar (a,b) iiberqueren, zur Paarbetweenness PB(a, b) aufaddiert. Dafiir ist es allerdings
erforderlich alle im Graph vorkommenden kiirzesten Wege, zwischen je zwei Knotenpaa-
ren (s,t), vom Zielknoten ¢ zum Startknoten s zuriick zu verfolgen. Zur Laufzeitanalyse
wurde die Anzahl der kiirzesten Wege, mit n?*P abgeschitzt, wobei der Wert p von den
Autoren empirisch gefunden wurde. Die maximale Linge eines kiirzesten Weges wird mit
log n abgeschétzt, was allerdings nur fiir Smallworld-Graphen zutrifft.

In dieser Arbeit wird das Verfahren aus verwendet ( siche Anhang:|[6)). Dort wird
durch geschickte Verwendung einiger Eigenschaften von kiirzesten Wegen ein Verfahren
zur Berechnung der Paarbetweenness PB(a,b), fiir alle geordneten Knotenpaare (a,b)
eines Netzwerkes, verwendet, welches eine Laufzeit von O(nm + n?logn) erzielt. Das
Verfahren basiert darauf, Brandes Algorithmus zwei mal auf dem gesamten Netzwerk
auszufithren. Im ersten Durchlauf werden die Dependencies zwischen allen Knotenpaa-
ren des Netzwerkes berechnet und gespeichert. Mit diesen Werten kann dann im zwei-
ten Durchlauf die Paarbetweenness PB(a, b) eines Startknotens b zu allen Knoten a im
Netzwerk berechnet werden. Im folgenden wird in Anlehnung an [Sch09] ein kiirzester
Weg der von einem Knoten s aus iiber einen Knoten a zu einem Knoten ¢ fiihrt als
s —a—t — Weg bezeichnet. P~ (a,b) ist dann, ebenfalls in Anlehnung an [Sch09], die
Menge der Knoten s, fiir die ein s — a — b — Weg existiert. Analog beschreibt die Menge
P*(a,b) alle Knoten t, die auf einem kiirzesten a — b — t — Weg liegen. Mit diesen De-
finitionen kann die Paarbetweenness PB(a,b) zweier Knoten a und b auf folgende Weise
berechnet werden:

PB(a,b)= > o) | 3 95:(b) (1.6)

o g
seP—(ap) % tePr(sp)

Der Beweis ist in [Sch09] nachzulesen.

Es bleiben dennoch zwei Nachteile, zum einen erfordert die Durchfithrung des Algo-
rithmus von Brandes eine relativ hohe Laufzeit und zum anderen liegt der bendtigte
Speicheraufwand in O(n?).

In dieser Arbeit wird deshalb untersucht, ob sich eine Reduktion des Graphen auf den
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2-Core positiv auf diese Parameter auswirkt. Weiterhin wird untersucht welche Lauf-
zeit sich insgesamt ergibt, wenn der Graph in einem ersten Schritt reduziert und die
Paarbetweenness aller Paare im Netzwerk anschliefend auf einer kleineren Instanz be-
rechnet wird. Die Idee, den Graph auf seinen 2-Core zu reduzieren um den eigentlichen
Algorithmus auf einer kleineren Instanz auszufithren und dadurch Laufzeit zu sparen,
ist entnommen. Dort wird diese Technik zur Beschleunigung der Berechnung
der Betweenness verwendet. Das Verfahren kann als eine Variante des Algorithmus von
Brandes betrachtet werden. In dieser Arbeit soll untersucht werden ob sich dieses
Verfahren auch fiir die Berechnung der Paarbetweenness eignet.



2. Speichereffiziente Berechnung der
Paarbetweenness

Im folgenden wird eine Reduktion des Graphen auf seinen 2-Core durchgefiihrt, mit dem
Ziel, den Algorithmus aus [Sch09] zur Berechnung der Paarbetweenness von je zwei Kno-
ten des Netzwerkes auf einer kleineren Instanz auszufiihren (sieche Anhang: [4] [5). Was
man will, ist die Paarbetweenness von allen Knotenpaaren des urspriinglichen Netzwer-
kes. Deshalb ist die Reduktion nur sinnvoll, wenn auch die Paarbetweenness PB(a, b)
von zwei Knoten a und b, bei denen mindestens einer nicht im 2-Core des Graphen liegt,
mit moglichst geringem Aufwand berechnet werden kann. Dass dies moglich ist wird in
den Unterabschnitten von gezeigt.

Da das Verfahren, welches in dieser Arbeit untersucht wird, auf der Arbeit von
zur Beschleunigung der Betweenness aufbaut, wird dieses in Abschnitt noch mal er-
klart. Die beiden Varianten konnen problemlos kombiniert werden, so dass man die
Betweenness von allen Knoten im Netzwerk und die Paarbetweenness PB(a, b) von allen
Knotenpaaren des Netzwerkes gleichzeitig berechnen kann.

In Abschnitt wird gezeigt, wie die Reduktion erfolgen muss, um alle Informationen
zu erhalten, die zur Berechnung der Paarbetweenness auch aulerhalb des 2-Cores, be-
notigt werden. Weiterhin wird beschrieben, welche Modifikationen im Algorithmus aus
Sch09] notwendig sind, wenn die Berechnung der Paarbetweenness auf Paare, die im
2-Core liegen, reduziert wird, aber auch Wege beriicksichtigt werden sollen, die von und
zu Knoten fithren, welche auflerhalb des 2-Cores liegen. Am Ende des Abschnittes wird
dann auf die Laufzeit und den Speicherverbrauch des Algorithmus eingegangen.

2.1. Schnellere Berechnung der Betweenness

Da die Berechnung der Betweenness sehr zeitaufwéndig ist, sucht man nach Lésungen
diese zu beschleunigen. In wird der Graph dafiir auf seinen 2-Core reduziert
(siehe Anhang: . Der 2-Core eines Graphen ist diejenige Knotenmenge, die iibrig
bleibt, wenn man iterativ alle Knoten mit Grad 1 entfernt. Knoten die auflerhalb des



2. Speichereftiziente Berechnung der Paarbetweenness

~
§>(/ e S f \i

O\;O/ b\o J

)

Abbildung 2.1.: Der 2Core eines Graphen entsteht, wenn iterativ Knoten mit Grad 1, ent-
fernt werden. Diese Knotenmenge wird in dieser Arbeit mit 7" bezeichnet
und besteht aus den Baumfortsiatzen des Graphen. Jeder Baumfortsatz
ist durch einen Wurzelknoten, hier groffen dunklen Knoten, mit dem
2Core verbunden.

2-Cores liegen, werden im folgenden der Knotenmenge 7' zugeordnet. Der Kern des Al-
gorithmus ist die iterative Berechnung der Betweenness B(v) eines Knotens v aus T' bei
der Reduktion auf den 2-Core, so dass Brandes Algorithmus auf einer kleineren Instanz
ausgefiihrt werden kann. Wege, die von einem Knoten s im 2-Core zu einem Knoten
t in T fithren und umgekehrt, konnen durch leichte Modifikation des Algorithmus von
Brandes zur Betweenness der Knoten im 2-Core addiert werden

Da hier nur zusammenhéngende Graphen betrachtet werden, sind alle Knoten v aus T'
Teil eines Baumfortsatzes tree(v), welcher durch eine Wurzel w mit dem 2-Core verbun-
den ist (siche Abb.:[2.1). Die Wurzel w ist selbst Teil des 2-Cores. Allen Knoten v aus T'
wird mit w(v) eine Wurzel zugeordnet. Auf der Menge V' der Knoten, wird im folgenden
eine Funktion p definiert. Einem Knoten v aus 7" und den Wurzelknoten, wird durch
p(v) die Anzahl ihrer Nachfolger zugeordnet. Diese wird ebenfalls iterativ wéhrend der
Reduktion des Graphen auf den 2-Core berechnet. Fiir alle Knoten im 2-Core, aufler den
Wurzelknoten, gilt p(v) = 0. Entsprechend wird jedem Knoten v, der Teil eines Baumes
ist, mit T'(v) die Knotenmenge zugeordnet, die den Teilbaum bildet, welcher in v wur-
zelt. Die Betweenness der Knoten aus T wird bei der Reduktion iterativ berechnet. Im
folgenden wird der direkte Nachfolger eines Knotens v, welcher oberhalb von v, auf dem
Pfad zur Wurzel w(v) liegt, als Vaterknoten a(v) bezeichnet. Wenn ein Knoten v iterativ
entfernt wird, wird die Anzahl der kiirzesten Wege, welche tiber v und a(v) fithren zur
Betweenness von a(v) addiert. Da die Wege in einem Baumfortsatz eindeutig sind, deckt
man somit alle Wege, die von Startknoten aus T'(v) stammen ab. Die Endknoten dieser
Wege liegen also entweder in T'(v) oder sind von v aus betrachtet iiber a(v) erreichbar
(siehe Abb.: Die Anzahl der kiirzesten Wege, die iber den Knoten v und Vaterkno-
ten a(v) fithren, wird bei der iterativen Entfernung des Knotens v auf die Betweenness
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Abbildung 2.2.: Bei der Berechnung von PB(a,b) liegen die Startknoten der Wege, die
das Paar (a,b) enthalten in T'(a), dem Teilbaum der in a wurzelt. Ziel-
knoten sind genau die Knoten oberhalb der gestrichelten Linie. Diese
Menge erhélt man, wenn man von der Gesamtknotenmenge V', den Teil-
baum T'(v) entfernt. PB(a,b’) besteht aus Wegen die das Paar (a,b’)
enthalten. Die Startknoten dieser Wege befinden sich in 7'(a) und die
Zielknoten in T'(b'). Von einem Startknoten in T(a) fithren |T'(b")| Wege
nach v'.

B(u) von a(v) = u addiert:

B(u) = B(u) + 2 (p(v) * (V\ u\T(v)) = p(u)) (2.1)

Wenn man von der gesamten Knotenmenge V' a(v) und die Knoten, die in T'(v) liegen,
entfernt, erhdlt man die Menge der Knoten, welche von v aus iiber a(v) erreichbar sind.
Da hier ungerichtete Graphen betrachtet werden, kénnen Start - und Endknoten ver-
tauscht werden. Deshalb wird die Anzahl der kiirzesten Wege, die von v aus iiber a(v)
fithren mit 2 multipliziert. Um Wege, die iiber a(v) zu bereits entfernten Knoten fiih-
ren nicht doppelt zu zéhlen muss diese Anzahl, welche in p(u) gespeichert ist, von der
Menge der Endknoten, die von v aus betrachtet auf der anderen Seite von a(v) liegen,
subtrahiert werden.

2.2. Platzsparendere Berechnung der Paarbetweenness

Im folgenden wird analog zu [BGPL11] eine Reduktion des Graphen auf den 2-Core
durchgefiihrt. Es wird gezeigt, dass man durch eine zusétzliche Vorberechnung, die einen



10 2. Speichereftiziente Berechnung der Paarbetweenness

Aufwand in O(m) erfordert, den Speicherverbrauch fiir die Berechnung der Paarbetween-
ness PB(a,b) zwischen je zwei Knoten a und b des Netzwerkes deutlich reduzieren kann.
Dies kann erreicht werden, indem man den Algorithmus aus fiir die Berech-
nung der Paarbetweenness zwischen allen im Netzwerk vorkommenden Paaren, auf einer
kleineren Instanz, dem 2-Core ausfiihrt. Es ist moglich die Paarbetweenness von Paaren
(a,b) mit mindestens einem Knoten in 7' zu jeder Zeit mit relativ geringem Aufwand zu
ermitteln. wenn man die vorberechneten Werte verwendet.

Im folgenden wird gezeigt wie man die Paarbetweenness PB(a, b) eines geordneten Paa-
res (a,b) des Netzwerkes speichereffizient berechnen kann, indem man den Graphen auf
seinen 2-Core reduziert. Dadurch entstehen verschiedene Rechenvorschriften fiir die fol-
genden Paarungen:

e PB(a,b), a,b e T und w(a) = w(b)

e PB(a,b), a und b liegen im 2-Core des Graphen

e PB(a,b), a liegt im 2-Core und b in T oder umgekehrt
e PB(a,b), a,b €T und w(a) # w(b)

In den folgenden Abschnitten wird nun gezeigt, wie die Paarbetweenness fiir verschiedene
Paarungen effizient berechnet werden kann. Dabei wird auch auf den Speicherbedarf und
die Laufzeit der Algorithmen eingegangen.

2.2.1. Betrachtung von Paaren (a,b), mit a,b € T und w(a) = w(b)

Die Berechnung der Paarbetweenness von Knoten in T, die im gleichen Baumfortsatz
liegen kann durch die Vorberechnung bestimmter Werte zu jeder Zeit und mit relativ
geringem Aufwand berechnet werden. Im folgenden werden zwei verschiedene Fille von
Paaren (a,b) unterschieden. Im ersten Fall liegt das Paar (a,b) auf einem gemeinsamen
Pfad zur Wurzel, mit w(a) = w(b). Der zweite Fall behandelt Paare (a,b), fiir die das
nicht zutrifft. Im ersten Fall muss man fiir die Berechnung von PB(a, b) den Knoten v, mit
a(v) = b kennen. Insbesondere ben6tigt man die Anzahl der Nachfolger t(v) :=| T'(v) \
{v} | von v . Dann gilt firr die Paarbetweenness PB(a,b) des geordneten Knotenpaares
(a,b):

Lemma 1. Seien a,b und v Knoten in T und a(v) = b, w sei Wurzel mit w(a) = w(b),
weiterhin gibt es einen a—b—w—Weg in T, dann ldsst sich die Paarbetwenness PB(a,b)
der Knoten a und b durch folgende Formel berechnen:

PB(a,b) = PB(b,a) =t(a) = |V \T(v)\ b (2.2)

Proof. Betrachtet man s-a-b-t-Wege, dann erkennt man mit Formel[1.6] dass Startknoten
genau die Knoten in T(a) sind. Zielknoten liegen von a aus betrachtet “auf der anderen
Seite” von b. Deshalb erhéilt man die Anzahl der Zielknoten, indem man von der Sum-
me aller Knoten des Netzwerkes diejenigen abzieht, die erreicht werden kénnen ohne b
passieren zu miissen (siehe Abb.:[2.1). Das sind genau die Knoten in T(v). Die Anzahl
der Paarungen von Start- und Zielknoten, erhélt man durch Multiplikation der beiden
Mengen. O

10



2.2. Platzsparendere Berechnung der Paarbetweenness 11

Der zweite Fall betrachtet Paare (a, ), die nicht auf einem gemeinsamen Pfad zur Wurzel
liegen. Wege innerhalb von 7' sind immer eindeutig (siehe Abb.: und Wege, die das
Paar (a,b) enthalten beginnen in 7'(a) und enden in T'(b).

Lemma 2. Seien a und b Knoten in T. Die Anzahl der Nachfolger des Knotens a sei
t(a), t(b) analog. Dann lisst sich die Paarbetwenness PB(a,b) von a und b wie folgt
berechnen:

PB(a,b) = t(a) x t(b) (2.3)

Proof. Wege in einem Baumfortsatz haben die Eigenschaft eindeutig zu sein. Der Weg
zwischen a und b fiihrt iiber u. Betrachtet man s-a-b-t-Wege, dann beginnen diese in t(a)
und enden in t(b). Die Anzahl der Kombinationen verschiedener Start-Endknoten-Paare
erhélt man durch Multiplikation der beiden Werte. ]

Man erkennt dass die Formeln zur Berechnung der Paarbetweenness sich auf wenige Wer-
te reduzieren lassen. Die meisten kénnen durch eine Vorberechnung gewonnen werden
und erfordern einen Speicherplatz, der linear in der Anzahl der Knoten in T ist. Man
erkennt, dass es notwendig ist die Anzahl der Nachfolger aller Knoten aus T zu ken-
nen. Diese kann analog zu bei der Reduktion des Graphen auf den 2-Core,
iterativ, berechnet werden. Formel gilt fiir den Fall, dass zwei Knoten a und b auf
unterschiedlichen Pfade zur Wurzel w(a) == w(b) liegen. Wenn die Werte einmal vor-
berechnet sind kann diese in konstanter Zeit angewendet werden. Wenn die Knoten a
und b einen gemeinsamen Pfad zur Wurzel haben, wird Formel fiir die Berechnung
der Paarbetweenness PB(a,b) verwendet. Da der Knoten v, welcher fiir die Berechnung
benétigt wird, nicht von vorne herein bekannt ist und erst ermittelt werden muss, kann
diese Paarbetweenness nicht in konstanter Zeit berechnet werden. Nimmt man an, dass
der Knoten b die kleinere Distanz zur Wurzel hat, dann gilt a(v) = b und es gibt einen
a-v-b-Weg. Um Knoten v zu finden Bedarf es der Vorberechnung weiterer Werte.

Da es zwei verschiedene Formeln gibt, ist es auflerdem erforderlich zu wissen welcher der
beiden Félle vorliegt. Man muss also mit moéglichst wenig Aufwand fiir zwei Knoten a
und b herausfinden, ob der Knoten a in T'(b) liegt, oder umgekehrt. In diesem Fall gibt
es einen gemeinsamen Pfad zum Wurzelknoten und Formel [2.2| wird verwendet. Andern-
falls wird die Paarbetweenness von Knoten a und Knoten b mit Formel berechnet.
Die Idee ist, eine DFS-Nummerierung fiir jeden Baumfortsatz zu erstellen. Diese
wird durch eine Tiefensuche von jedem Wurzelknoten nach T erstellt und erfordert somit
einen einmaligen Rechenaufwand im Bereich von O(m).

Im folgenden wird einem Knoten v mit dfs_num(v) seine DFS-Nummer zugeordnet. Mit
der DFS-Nummerierung kann fiir zwei Knoten a und b in konstanter Zeit gepriift wer-
den, ob es einen gemeinsamen Pfad zur Wurzel w(a) = w(b) gibt. AnschlieBend kann die
entsprechende Formel zur Berechnung der Paarbetweenness verwendet werden.

Lemma 3. Seien a, b und v Knoten in T, fir Knoten a und b, gelte dfs_.num(a) >
dfs_num(b), auferdem sei a(v) = b, dann kann die Paarbetweenness PB(a,b), mit 2.3
und|[2.2 wie folgt berechnet werden:

_f tla) *= |V-T(v)—0b] ,dfsnum(b)+ t(b) > dfs_.num(a)
PB(a,b) _{ t(a) * t(b) , sonst

11



12 2. Speichereftiziente Berechnung der Paarbetweenness

Proof. Wenn b bei der Tiefensuche zum ersten mal besucht wird, wird dessen DFS -
Nummer gesetzt, im weiteren Verlauf werden alle Knoten in 7'(b) besucht und durch-
nummeriert, wobei die DFS-Nummer jedes mal inkrementiert wird. Der letzte Knoten
vor dem Verlassen von 7'(b) hat demnach den Wert dfs_num(b) + ¢(b) erhalten. O

Will man Enknoten bei der Berechnung der Betweenness beriicksichtigen, kann die For-
mel wie folgt angepasst werden:

_f (t(a)+1) x |V -=T(v)| ,dfssnum(b)+ t(b) > dfs_num(a)
PB(a,b) = { (t(a)+1) =* (¢(b)+1) ,sonst

Mit der DFS-Nummerierung lésst sich jetzt auch Knoten v ermitteln, welcher fiir die
Berechnung der Paarbetwenness mit Formel bendétigt wird. Dazu ist es erforderlich,
Knoten b habe k Kanten, iiber alle ausgehenden Kanten von b, mit a(v) = b zu iterieren.
Der gesuchte Knoten v ist derjenige zu b adjazente Knoten, welcher die Bedingung
dfs.num(v) +t(v) > dfs_.num(a) erfiillt.

Theorem 1. Fir zwei Knoten a und b aus T gelte dfs_num(a) > dfs_num(b), dann lisst
sich die Paarbetweenness PB(a,b) des geordneten Paares (a,b), mit Formel und

in einer Laufzeit von O(k) berechnen.

Die benotigten Werte werden bei der Reduktion des Graphen auf den 2-Core und ei-
ner Tiefensuche, in der die DFS - Nummerierung erstellt wird, berechnet. Der Aufwand
fiir die Vorberechnung liegt also im Bereich von O(m). Um einen Knoten v vollsténdig
charakterisieren zu koénnen, benotigt man zusétzlich die Information dariiber, welchem
Baumfortsatz tree(v) dieser angehort. Dies kann innerhalb der Tiefensuche, in der die
DFS-Nummerierung erstellt wird, ermittelt werden.

Insgesamt bené6tigt man fiir die in der Vorberechnung gewonnenen Werte einen Spei-
cherplatz, der linear in der Anzahl der Knoten n des Graphen ist. Gespeichert werden
miissen die DFS-Nummer, die Id des Baumfortsatzes und die Anzahl der Nachfolger, fiir
jeden Knoten in T

Theorem 2. Durch die Berechnung der Paarbetweeness PB(a,b) von zwei Knoten aus
T in Echtzeit, spart man Speicherplatz, der quadratisch in |T| ist.

Im folgenden wird gezeigt welche Modifikationen im Algorithmus aus [Sch09] notwendig
sind um korrekte Paarbetweennesswerte PB(a,b) von zwei Knoten a und b aus dem
2-Core zu erhalten.

2.2.2. Betrachtung von Paaren (a,b), mit a,b € 2 — Core

Der Algorithmus, der hier fiir die Berechnung der Paarbetweenness verwendet wird
stammt aus [Sch09] und basiert auf Formel Diese kann im ungerichteten Graphen
auf die folgende Weise umgestellt werden:

PB(a,b) = Z Ubs(a)* Z L0 (2.4)

g g
s€Pt(b,a) bs tePt(s,b) st
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2.2. Platzsparendere Berechnung der Paarbetweenness 13

Die Formel berechnet die Paarbetweenness aller geordneten Knotenpaaren (a,b) des
Netzwerkes, wobei in dieser Schreibweise s —a — b — t — Wege betrachetet werden. Die
erste Summe addiert alle Pairdependencies des Knotens a beziiglich einem Startknoten
s und Knoten b. Die Pairdependency beschreibt den Anteil aller kiirzesten Wege, die
von einem Startknoten s zu einem bestimmten Zielknoten t fithren, und ist wie folgt

definiert :

Sap(v) = 2210 (2.5)

Ost

Man erkennt dass die Paarbetweenness die Summe {iiber alle Pairdependencies des Kno-
tens a beziiglich b eines Startknotens s, multipliziert mit der Dependency von b beziiglich
des Knotens s ist. In [Sch09] wird gezeigt dass man durch Initialisierung jedes Knotens
t mit einem Wert f(t) und anschliefender Durchfiihrung von Brandes Algorithmus mit
Startknoten s eine modifizierte Dependency 5;‘3;"1 jedes Knotens t beziiglich des Start-
knotens s erhilt: o

o) = Y s (1) (2.6)

tev It

Die Paarbetweenness zweier Knoten ¢ und b kann mit und [2.6] durch zweimalige
Durchfithrung von Brandes Algorithmus berechnet werden. Im ersten Durchlauf berech-
net man die dependencies von je zwei Knoten des Netzwerkes. Wenn b im zweiten Durch-
lauf von Brandes Algorithmus Startknoten ist wird die Dependency des Knotens s, mit
0se(b) initialisiert. Diese hat man ja im ersten Durchlauf von Brandes Algorithmus be-
rechnet. Im zweiten Durchlauf des Algorithmus erhélt man jetzt die Paarbetweenness
des Startknotens b und allen anderen Knoten im Netzwerk.
Per Definition ist die Paarbetweenness von zwei Knoten a und b, der Anteil von allen
kiirzesten Wegen zwischen je zwei Knoten eines Netzwerkes, auf denen a und b liegen.
Um auch kiirzeste Wege betrachten zu koénnen, die von Knoten in 7" ausgehen, oder zu
Knoten in T fiihren, muss der Algorithmus aus leicht modifiziert werde. Zuerst
wird gezeigt, wie sich die Berechnung der Dependency auf den kontrahierten Graphen
anpassen ldsst. Fiir die Dependency auf dem reduzierten Graphen gilt dann:

13



14 2. Speichereftiziente Berechnung der Paarbetweenness

Lemma 4. Sei V die Menge der Knoten des Originalgraphen und V \'T der 2-Core des
Graphen. Sei Knoten s Startknoten fir das Single-Source-Shortest-Path-Problem. Die
Dependency 0s¢(v) eines Knotens v beziiglich eines Startknotens s lisst sich auf folgende
Weise berechnen:

Ssa(v) = > (V) (t(t) + 1) (2.7)

revvr 75t
Proof.
1.2 ost(v
53,0(U) = Z ;( )
ey st
_ Z ost(v) n Z ost(v)
Ost Ost
teV\T teT
_ Z ost(v) n Z O sw(t) (v) * Ow(t)t
teV\T st ter Fsw(t) * Ow(t)t
_ Z Ust(v) + Z O sw(t) (U)
teV\T st ter Tsw(t)

Im ersten Schritt werden Wege, die im 2-Core enden, von Wegen, die nach T fiihren,
getrennt. In Schritt 2 wird verwendet, dass alle Knoten nach T iiber den entsprechen-
den Wurzelknoten laufen und Knoten v sich im 2-Core befindet. Deshalb entspricht die
Pairdependency des Knotens v beziiglich s und einem Knoten ¢ € T' der Pairdependen-
cy dieses Knotens beziiglich des Startknotens und der Wurzel w(t) und kann in Zeile 4
entspechend ersetzt werden.

dse(v) = Z 75:(v) + Z t(u) * Tsu(V)

teV\T st uclU Tsu
- ¥ USt(v)*(t(t)—irl)
Ost
teV\T

FEine korrekte Dependency enthélt alle Pairdependencies eines Knotens v beziiglich des
Startknotens s und allen Zielknoten t, wenn es einen kiirzesten s-v-t Weg gibt. Da
0st(v) = Ogu((v) fiir alle Knoten t € T gilt, enthilt dse(v) insgesamt t(w(t)) +
1 mal den Wert der Pairdependency einer Wurzel w(t). O

14



2.2. Platzsparendere Berechnung der Paarbetweenness 15

Im folgenden sei U := {u | 3t € P~ (a,b),u = w(t)}, dann kann die Paarbetweenness wie
folgt berechnet werden:

Lemma 5. Seien a und b Knoten im 2-Core, weiter sei u € U, dann gilt fir die Paar-
betweenness PB(a,b) von a und b:

PB(ab)= Y %50 L s+ (Hs)+ 1) (2.8)
s€Pt(b,a)\T

Proof.
PB(a,b) = Y os(@) L0
seP~(a,b) sb tePT(s,b) st
- ¥ (9 5 b)
seP~(a,b) Tsb

Der erste Schritt verwendet dass der zweite Faktor genau die Dependency des Knotens
b beziiglich des Knotens s ist.

PB(ab) = Y o0 s+ 3 o0(a) 5 b)

Tsb Osh
sEP~ (a,b)\T s€P~ (a,b)uT
= Z Usb(a) * (55.(b) + Z w * 6w(s)o(b)
seP=(ap\T % seP—(ap)nr 5w Tw(s)b

Im zweiten Schritt werden die Pairdependencies des Knotens a beziiglich Startknoten aus
dem 2-Core von Pairdependencies von a beziiglich eines Startknotens aus T und dem
Zielknoten b getrennt. Danach wird gezeigt, dass die Pairdependency beziiglich eines
Startknoten s aus T mit der pairdependency beziiglich w(s) iibereinstimmt.

PB(ab) = > o(@) 55 4+ ZM* Sue (D) % t(1)

s€P~(a,b)\T Tsb uelU Tub
- 3 7sv(@) See(b) % (t(s) +1)
seP—(ap\r %
-y 2L s @)+ 1)

s€PT(b,a)\T

Da die modifizierte Dependency eines Knotens s € T der Dependency von w(s) = u
entspricht, wird diese in Schritt 4 ersetzt. Die Dependency jedes Wurzelknotens muss
deshalb insgesamt, t(s) ist Anzahl der Nachfolger von s, ¢t(s)+1 mal aufsummiert werden.
Fiir alle Knoten s mit s ¢ U gilt ¢(s) = 0. O

15



16 2. Speichereftiziente Berechnung der Paarbetweenness

2.2.3. Betrachtung von Paaren (a,b) mit a € T < b¢ T

Bei der Berechnung der Paarbetweenness PB(a,b) des geordneten Knotenpaares (a,b),
mit genau einem Knoten im 2-Core, sind zwei Richtungen zu betrachten. Im folgenden
wird gezeigt, wie sich die Berechnung der Werte unter Ausnutzung der Graphstruktur
vereinfacht und welche Werte dafiir bei der Durchfithrung der Berechnung der Paarbet-
weenness auf dem 2-Core gespeichert werden miissen.

2.2.3.1. erste Richtung: vom 2-Core nach T

Fiir die Berechnung der Paarbetweenness zwischen einem Knoten a aus dem 2-Core und
einem Baumknoten b aus T" werden der Anteil aller kiirzesten Wege, auf denen b liegt,
mit dem Anteil von allen kiirzesten Wegen zum Knoten b, die iiber a laufen, multipliziert.
Da alle Pfade iiber die Wurzel laufen und es innerhalb des Baumes einen eindeutigen
Weg von der Wurzel zum Knoten b gibt, ist es moglich, die Paarbetweenness PB(a,b)
durch den Anteil aller kiirzesten Wege zur Wurzel u, die iiber a fiithren, und #(b) zu
berechnen. Denn ¢(b) ist die Anzahl der Nachfolger des Knotens b und somit Endknoten
der kiirzesten Wege, die b enthalten.

Lemma 6. Sei a ein Knoten im 2-Core und b ein Knoten aus T, weiter sei u = w(b),
dann lisst sich die Paarbetweenness PB(a,b) auf folgende Weise berechnen:

PB(a,b) = 0ye(a) * t(b) (2.9)
Proof.
PB(a,b) £ Y U‘;’)(“) * "j(b)
seP—(ap) b tepP+(sph) o
_ Z Usb(a) % t(b)
Osb
s€P~(a,b)

Der erste Vereinfachungsschritt, ergibt sich dadurch, dass Zielknoten in T genau die
Nachfolger des Knotens b sind.

PB(a,b) = Z 75u(0) x  t(b)

s€P~ (a,u)
osula
= t(b) = Z U( )
s€P~ (a,u) su
= t(b) = Z U:(a>
s€P*(u,a) us

Da alle Wege nach b iiber die Wurzel fithren, der Weg von der Wurzel u nach b eindeutig
ist, und a im 2-Core liegt, kann man b durch u ersetzen (Schritt 2). Da t(b) unabhéngig
von s ist, ldsst sich dieser Faktor vor die Summe ziehen. In ungerichteten Graphen gibt
es Pfade immer in beide Richtungen, weshalb Schritt 4 erlaubt ist. Man erkennt jetzt
dass die verbleibende Summe genau die Dependency des Knotens a beziiglich der Wurzel

w(b) = w ist. O
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2.2. Platzsparendere Berechnung der Paarbetweenness 17

Da in dieser Arbeit Endknoten bei der Betwenness beriicksichtigt werden, wird die Formel
wie folgt angepasst:

P(a,b) = dye(a) = (t(b) + 1)

Innerhalb der Dependency werden die Endknoten beriicksichtigt, wenn man vor der
Berechnung des Single-Source-Shortest-Path-Problems, die Dependencies aller Knoten v
mit 1 initialisiert.

2.2.3.2. zweite Richtung: von T in den 2-Core

Im Gegensatz zum letzen Kapitel werden nun Pfade betrachtet, die in die andere Rich-
tung, also von T in den 2-Core fiihren. Als Startknoten kommen hier genau die Knoten
der Menge T(b) in Frage. Da alle Wege in T eindeutig sind, entspricht die dependency
des Knotens a beziiglich eines Knotens v in 7' der Dependency von a beziiglich w(v).
Multipliziert man diese mit der Anzahl der Nachfolger von b erhélt man den Anteil der
kiirzesten Wege, die iiber a und b laufen.

Lemma 7. Sei a ein Knoten im 2-Core und b ein Knoten aus T, weiter sei u = w(b),
dann gilt fir die Paarbetweenness PB(b,a):

PB(b,a) = t(b) * 6ue(a) (2.10)
Proof.
PB(b,a) = Y "Z‘(b) x "“Z(“)
s€eP~(b,a) sa teP*(s,a) st
. Ost (a)
B Z b Z Ost
seP~(b,a) teP*t(s,a)
_ Z 1« Z Osw(s)Tw(s)t (a)
s€eP~(b,a) teP*(s,a) Tsw(s)Ow(s)t
- ui(a)
= Z 1 % Z p
seP~(b,a) teP*t(s,a)

Startknoten s die zusammen mit b und a einen kiirzesten Weg der Form s-b-a bilden,
sind genau die Knoten der Menge ¢(b). Wege in T sind eindeutig, so dass b auf allen
kiirzesten Wegen von ¢(b) in den 2-Core liegt. Da a “hinter” der Wurzel liegt, kann die
Pairdependency von a beziiglich s € T durch die Pairdependency beztiglich u ersetzt
werden.

PB(a,b) 2 t(b)x > Tut ()

g
tePt(ua)

Man erkennt, dass der zweite Faktor wieder genau die Dependency des Knotens a beziig-
lich w(b) = u ist. Da Endknoten genau die Knoten in 7'(b) \ b sind, erhélt man PB(a,b),
indem man dye(a) mit diesem Wert multipliziert. O
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18 2. Speichereftiziente Berechnung der Paarbetweenness

Da in dieser Arbeit Endknoten bei der Betwenness beriicksichtigt werden ist b selbst
auch Startknoten und die Formel wird wie folgt angepasst:

P(a,b) = (t(b) + 1) * 0ye(a)

Dependencies beriicksichtigen dann Endknoten, wenn man vor der Berechnung des Single-
Source-Shortest-Path-Problems, die Dependencies aller Knoten v mit 1 initialisiert.

Auch hier zeigt sich, dass fiir die Berechnung der Paarbetweenness eines Knotens b
aus T' und eines Knotens a aus dem 2-Core genau die Dependency beziiglich w(b) mit
der Anzahl der Nachfolger des Knotens b multipliziert werden kann. Daraus ergibt sich
allgemein.

Theorem 3. Die Paarbetweenness PB(a,b) von Paaren (a,b) mit a € T < b ¢ T
lasst sich in O(1) Berechnungschritten ermitteln, wenn die Dependencies aller Knoten
v € 2 — Core beziiglich aller Knoten u € U und die Anzahl der Nachfolger t(v) eines
Knotens v € T vorberechnet werden.

2.2.4. Betrachtung von Paaren (a,b), mit a,b € T und w(a) # w(b)

Betrachtet man zwei Knoten a und b aus T, mit w(a) # w(b), zeigt sich, dass Start - und
Zielknoten nur in t(a) und t(b) liegen kénnen. Im folgenden werden die Wege betrachtet,
die von a in Richtung von b fithren. Da Wege in T eindeutig sind, laufen alle Wege
iiber a und b. Deshalb muss fiir jedes Paar (s, ) mit Startknoten s und Zielknoten t der
Anteil 1 zu PB(a,b) addiert werden. Um die Anzahl der Kombinationen von Start - und
Zielknoten zu erhalten, multipliziert man t(a) und t(b).

Lemma 8. Seien a und b Knoten in T mit w(a) # w(b), dann lisst sich die Paarbet-
weenness PB(a,b) auf folgende Weise berechnen:

P(a,b) = t(a) * t(b) (2.11)

Proof.

= t(la) = t(b)

Da Start - und Zielknoten in 7'(a) und 7'(b) liegen und alle Wege {iber a und b laufen,
sind von einem Startknoten in T'(a) genau ¢(b) Endknoten zu erreichen. Deshalb kann die
zweite Summe fiir jeden Startknoten durch diesen Wert ersetzt werden. Insgesamt gibt es
t(a) viele Startknoten und die Anzahl von Paaren (s,t) ergibt sich durch Multiplikation
der Nachfolger der Knoten a und b O
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2.2. Platzsparendere Berechnung der Paarbetweenness 19

Will man kiirzeste Wege von und zu Endknoten beriicksichtigen, kommt jeweils die
gesamte Knotenmenge von T(a) beziehungsweise T(b) als Start - und Endknoten in
Frage, so dass man die korrekte Anzahl von Paarkombinationen durch:

o (t(a)+1) = (t(b)+1)
erhélt. In dieser Arbeit werden Endknoten immer beriicksichtigt.

Die Paarbetweenness PB(a,b) des geordneten Knotenpaares (a,b), mit a,b € T und
w(a) # w(b) kann in O(1) berechnet werden und Theorem ?7 wird somit bestétigt.
Voraussetzung dafiir ist dass man die Anzahl der Nachfolger jedes Knotens v € T' kennt.
Diese Werte werden bei der Reduktion des Graphen berechnet.

2.2.5. Analyse und Bewertung

Im folgenden wird untersucht, ob es einen Gewinn beziiglich der Laufzeit und des Spei-
cherverbrauches gibt, wenn man vor der Durchfiihrung des Algorithmus aus [Sch09] zur
Berechnung der Paarbetweenness aller Knotenpaare des Netzwerkes eine Reduktion des
Graphen auf seinen 2-Core durchfiihrt. Hierbei ist es notwendig Werte, die man zur Be-
rechnung der Paarbetweenness von Paaren mit mindestens einem Knoten in 7" benéotigt,
vorzuberechnen und zu speichern.

Die Laufzeit des Originalalgorithmus liegt im ungerichteten, ungewichteten Graphen in
O(nm), da 2n-mal das Single-Source-Shortest-Path-Problem gelost werden muss. Die
Berechnung der Dependencies, die in jeder Iteration von Brandes Algorithmus durch-
gefiithrt wird, geht ebenfalls in O(m) pro Startknoten. Denn dafiir werden einmalig alle
Kanten des Graphen traversiert.

Das hier vorgestellte Verfahren gliedert sich in drei Teile:

e die Reduktion des Graphen auf den 2-Core
e die Vorberechnung
e die Berechnung der Paarbetweenness auf dem 2-Core

Die Reduktion des Graphen erfolgt durch iteratives Entfernen von Knoten mit Grad 1.
Hierfiir muss zuerst der Knotengrad aller Knoten des Netzwerkes bestimmt werden. Mit
Algorithmus |1 geht dies in O(n) Schritten, wenn der Graph als Adjazenzarray
vorliegt. Dabei wird eine Liste der Knoten mit Grad 1 erstellt. Bei der Iteration wird
jeweils der erste Knoten, im folgenden Knoten v, aus der Liste entnommen. Die einzige
Kante e = (u,v) von v wird aus E entfernt und der adjazente Knoten wird, falls er nach
dem entfernen der Kante Grad 1 hat, in die Liste eingefiigt. Dies wird solange durch-
gefiihrt, bis sich kein Knoten mehr in der Liste befindet. Der Aufwand liegt somit in
(7).

Die Anzahl der Nachfolger t(v) eines Knotens v wird bei der Iteration automatisch mitbe-
rechnet. Die restlichen Werte kénnen durch eine Tiefensuche innerhalb jedes Baumfort-
satzes gewonnen werden, was mit einem Aufwand, der linear zur Anzahl der Kanten m
in T ist, durchgefiihrt werden kann. Die Berechnung der Paarbetweenness aller Knoten-
paare des 2-Cores, kann mit dem Algorithmus aus in O(|2C|(m—mT)) berechnet
werden.
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20 2. Speichereftiziente Berechnung der Paarbetweenness

Insgesamt bendtigt das hier untersuchte Verfahren eine Laufzeit von O(n+ | T' | +mr+ |
2C' | (m — mT)). Berechnet man die Paarbetweenness aller Paare eines Netzwerkes mit
dem gleichen Algorithmus, aber ohne den Graphen vorher zu reduzieren, geht das in
einer Laufzeit von O(nm). Im néchsten Kapitel wird evaluiert, wie sich die Laufzeiten
der Algorithmen auf echten Daten verhalten.

Im restlichen Abschnitt wird der Speicherbedarf des hier verwendeten Verfahrens zur Be-
rechnung der Paarbetweenness von allen Knotenpaaren des Netzwerkes analysiert. Um
die Paarbetweenness PB(a,b) von Paaren (a,b) mit a,b € T berechnen zu kénnen, ist es
erforderlich die Anzahl der Nachfolger jedes Knotens v € T, tree(v) und dfs_.num(v) zu
kennen. Fiir diese Werte wird Speicherplatz, der linear in der Anzahl der Knoten in T
ist benotigt.

Fiir die Berechnung der Paarbetweenness PB(a,b) von Paaren (a,b) mit genau einem
Knoten in T" muss die Dependency jedes Knotens im 2-Core und allen Wurzelknoten
des Graphen gespeichert werden (siche Abs.: . Diese Werte entstehen, als Neben-
produkt, wiahrend der Berechnung der Paarbetweenness auf dem 2-Core mit dem Algo-
rithmus aus [Sch09] und benétigen einen Speicherplatz von | U | x | 2C |. Schliefllich
erfordet die Speicherung der Paarbetwennesswerte aus dem 2-Core einen Speicherplatz
vom | 2C | x | 2C'|.

Im Vergleich dazu bené6tigt man, wenn man keine Reduktion auf dem Graphen durch-
fiithrt, einen Speicherplatz von n x n, fiir die Speicherung der Paarbetweennesswerte aller
Paare im Graphen.

Wenn man eine Reduktion auf dem Graphen durchfiihrt,spart man | 7' | x | T' | Spei-
cherplatz zur Speicherung der Paarbetweenness PB(a,b) zweier Knoten a und b, mit
a,b € T und einen Speicherplatz von | T' | x | 2C | zur Speicherung der Paarbetween-
ness PB(a,b) zweier Knoten a und b, mit a € T <> b ¢ T. Dies diirfte im allgemeinen
wesentlich mehr sein, als fiir die Speicherung der Werte aus der Vorberechnung benétigt
wird. Eine Reduktion des Graphen auf seinen 2-Core, ist also im Hinblick auf den, fiir die
Daten des Programmes, benéttigten Speicher als sinnvoll zu bewerten, wie sich die Re-
duktion und die notwendige Vorberechnung auf die Laufzeit auswirkt, wird im n#chsten
Kapitel evaluiert.
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3. Evaluation

Die Experimente wurden auf einem Rechner, mit einem 2Core - Mikroprozessor der Fa-
milie Intel x86.64, mit einer Verarbeitungsgeschwindigkeit von 1.6 GHz durchgefiihrt.
Der Rechner verfiigt iiber 4Gbyte RAM und einen L2-Cache von 3072K. Gearbeitet
wurde auf einem Linux-System mit Kernelversion 2.6.37.6. Die Algorithmen wurden mit
der Programmiersprache C++ implementiert und mit einem GCC Compiler der Version
4.5.1 kompiliert.

Fiir Teile der Graphreprésentation wurde die Open-Source-Bibliothek Lemon [lem]| ver-
wendet.

3.1. Darstellung der Ergebnisse

Die Graphen des ersten Datensatzes (siche Tab.: [3.1), stammen von Seite [dim], die
im Rahmen des 10. DIMACS - Programmierwettbewerbes entstanden ist. DIMACS -
Programmierwettbewerbe wurden mit dem Ziel ins Leben gerufen Praxis und Theorie
ndher zusammenzubringen. Innerhalb der Wettbewerbe sollen Algorithmen auf realen
Daten evaluiert werden, da sich die worst-case Laufzeit eines Algorithmus deutlich von
dessen realer Laufzeit unterscheiden kann. Im Rahmen des zehnten DIMACS - Pro-
grammierwettbewerbs wurden die Probleme Graphpartitionierung und Graphclustering
behandelt. Da die Berechnung der Betweenness auch als Vorverarbeitungsschritt fiir
das Clustering verwendet werden kann, wurden diese Instanzen fiir die Evaluation des
Verfahrens zur Berechnung der Paarbetweenness fiir alle Knotenpaare des Netzwerkes
verwendet. Die Clusteringgraphen liegen in ungerichteter und ungewichteter Form im

Metis - Format [Depl1] vor.
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22 3. Evaluation

Graph Knoten | Kanten | T_Anteil[%)] || Zeityeq[s] | Zeitorg[s] | ratio
karate 34 78 2.9 0 0.004 -

dolphins 62 159 15.5 0.005 0.009 0.56
lesmis 77 254 23.3 0.01 0.01 1

polbooks 105 441 0.0 0.03 0.024 1.25
adjnoun 112 425 8.9 0.028 0.026 1.08
football 115 613 0.0 0.038 0.03 1.27
jazz 198 2742 2.5 0.199 0.156 0.13
celegansneural 297 2148 5.0 0.305 0.253 1.21
celegans_metabolic 453 2025 1.7 0.555 0.455 1.22
email 1133 5451 13.6 3.108 3.081 1.01
polblogs 1490 16715 94 7.287 6.552 1.11
netscience 1589 2742 20.1 0.583 0.555 1.05
power 4941 6594 32.1 21.983 36.113 0.61
hep-th 8361 15751 23.7 57.25 66.6 0.86
astro-ph 16709 | 121251 8.4 869.27 - -

cond-mat 16726 | 47594 14.0 431.55 430.73 | 1.00
cond-mat-2003 31163 | 120029 - - - -

Tabelle 3.1.: Die Tabelle zeigt die Evaluation der Daten von [dim]. Die Instanzen wur-
den nach der Anzahl ihrer Knoten sortiert. Die einzelnen Spalten enthalten,
in dieser Reihenfolge, die Anzahl der Knoten des Graphen, die Anzahl der
Kanten, den prozentualen Anteil der Knoten in T', die Laufzeit des Algorith-
mus in der reduzierten Variante in Sekunden, die Laufzeit des Algorithmus
auf dem Originalgraphen in Sekunden und schliesslich das Verhiéltnis der
beiden Laufzeiten.
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3.2. Interpretation der Ergebnisse 23

Graph Knoten | Kanten | T_Anteil[%] || Zeitred[s] | Zeitorg[s] | ratio
as-20000102 6474 13233 37.83 40.88 75.2 0.544
as-caida20071105 | 26475 106762 38.44 503.29 - -
ca-GrQc 5242 28980 25.2 29.59 32.85 0.900
ca-HepTh 9877 51971 22.9 139.93 162.94 0.866
ca-HepPh 12008 237010 12.89 520.3 438.31 1.129
ca-AstroPh 18772 | 396160 7.1 1820.33 - -
ca-CondMat 23.133 | 186936 10.89 - - -
cit-HepTh 27770 | 352807 6.0 - - -

Tabelle 3.2.: Die Tabelle zeigt die Evaluation der Daten von [sna]. Die Instanzen wurden
zuerst nach der Art des Netzwerkes und anschlielend nach der Anzahl ihrer
Knoten sortiert. Die einzelnen Spalten enthalten, in dieser Reihenfolge, die
Anzahl der Knoten des Graphen, die Anzahl der Kanten, den prozentualen
Anteil der Knoten in T, die Laufzeit des Algorithmus in der reduzierten Va-
riante in Sekunden, die Laufzeit des Algorithmus auf dem Originalgraphen
in Sekunden und schliellich das Verhéltnis der beiden Laufzeiten.

Der zweite Datensatz (siehe Tab.: stammt von der Stanford Network Analysis Plat-
form [smal. Das Projekt beinhaltet eine Open-Source-C++- Bibliothek fiir die Représen-
tation und Manipulation von Netzwerken, und weiterhin eine Datenbank, die eine Reihe
von mittleren bis sehr groflen Netzwerken beinhaltet. Das Projekt stellt verschiedene
Arten von Netzwerken bereit, unter anderem sind dies soziale Netzwerke, Kommunikati-
onsnetzwerke oder Wep-Graphen. Die Netzwerke werden je nach Semantik als ungerich-
tete oder gerichtete Graphen reprisentiert. Fiir diese Arbeit wurde ein Zitationsnetz-
werk, mehrere Collaborationsnetzwerke und zwei Netzwerke, welche die Kommunikation
zwischen Routernetzen repréisentieren, verwendet. Um mehr Daten zu erhalten wurden
gerichtete Graphen in ungerichtete Graphen transformiert.

3.2. Interpretation der Ergebnisse

Bei Graphen mit geringem Baumknoten-Anteil sind beide Varianten etwa gleich schnell,
die Variante ohne Reduktion des Graphen auf seinen 2-Core ist hier sogar etwas schneller.
Es hat sich wiahrend der Evaluation gezeigt dass die Berechnung der Paarbetweenness-
werte den iiberragenden Anteil der Laufzeit ausmacht, so dass der Laufzeitoverhead der
reduzierten Variante in dieser Phase zu suchen ist. Moglicherweise fillt die Initialisierung
der Dependencies hier entsprechend ins Gewicht. Es ist aber auch nicht auszuschlieflen,
dass der Grund in der Implementierung zu suchen ist, da jedes mal wenn auf eine Struk-
tur des Originalgraphen zugegriffen werden muss ein mapping der ID des reduzierten
Graphen auf die ID des Originalgraphen statt findet.

In beiden Versuchsreihen (siehe Tab.: 3.1jund Tab.: ist zu erkennen, dass die Redukti-
on die Berechnung auf Graphen mit kleinem 2-Core beschleunigt. Diese Beschleunigung
betragt bis zu 45%. Bei einer Netzwerkgrosse von 15000-20000 Knoten, kann es ent-
scheidend sein ob man die Reduktion des Graphen durchfiihrt, da der Speicherbereich
des Programmes in diesem Bereich offensichtlich ausgeschopft wird. Beispiel-Instanzen
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24 3. Evaluation

hierfiir sind die Graphen ca-AstroPh und as-caida20071105 in Tabelle Fiir die-
se Netzwerke kann die Paarbetweenness zwischen allen Knotenpaaren des Netzwerkes
bei Reduktion des Graphen berechnet werden. Wihrend es, wenn man die Berechnung
auf dem gesamten Netzwerk durchfiihrt, zu einer Uberschreitung des Speicherbereiches
kommt.

Groflere Netzwerke konnen von dem Algorithmus, aufgrund der Speicherbelastung, nicht
verarbeitet werden (siehe Tab.: Graph cond-mat-2003 und Tab.: Graph cit-
HepTh)

3.3. Kritische Betrachtungen

Die Ergebnisse zeigen, dass der Algorithmus tendenziell dazu geeignet ist, die Berech-
nung der Paarbetweenness aller Knotenpaare eines Netzwerkes zu beschleunigen. Eine
Vorraussetzung dafiir, dass die Variante Gewinn bringt ist, dass |T'| grofl ist. Die Re-
duktion erhoht die Verwendbarkeit des Algorithmus auch im Hinblick auf die Grosse der
Netzwerke, die untersucht werden koénnen. Dennoch bleibt die maximale Eingabegrofie
begrenzt.

Es sollte auch erwdhnt werden, das hier nur wenige Instanzen getestet wurden, um ein
sicheres Bild iiber das Verhalten des Verfahrens zu gewinnen sollte man sicher noch
mehr Graphen testen. Das wire auch deshalb sinnvoll, da diese Evaluation nicht frei von
UnregelmiBigkeiten ist, der Graph netscience (in Tab.: hat beispielsweise einen Ver-
héltnisméfig hohen Anteil von Baumknoten und trotzdem findet keine Beschleunigung
durch die Reduktion statt.
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4. Zusammenfassung und Ausblick

Die Gruppenbetweenness GB(C') einer Gruppe C' 148t sich mit dem Algorithmus aus
berechnen. Dieser Algorithmus ist insbesondere dafiir geeignet die Gruppe mit der héchs-
ten Betweenness zu finden. Zur Berechnung der Gruppenbetweenness werden vorberech-
nete Werte benotigt. Unter anderem sind dies die Paarbetweenesswerte aller Knoten-
paare des Netzwerkes. Die Berechnung der Paarbetweenness aller Knotenpaare wird mit
dem Verfahren aus in kubischer Zeit und mit quadratischem Speicheraufwand
durchgefiihrt.

Hier wird nun gezeigt, dass, mr sind im folgenden diejenigen Kanten, die zu mindestens
einem Knoten aus T inzident sind, in O(n + |T'| + mt + |2C|mT) eine Datenstruktur
erstellt werden kann, anhand derer sich die Paarbetweenness eines Knotenpaares in den
meisten Féllen in O(1) berechnen lésst. Die verbleibenden Félle kénnen in O(k) berech-
net werden, wenn k der maximale Ausgangsgrad aller Knoten in T ist. Der Speicherplatz
fiir die Paarbetwennesswerte kann durch die Reduktion deutlich gesenkt werden und liegt
in O(|2C|?), wenn die Grofe des 2-Cores |2C| betriigt.

Das hier verwendete Verfahren, basiert auf dem Algorithmus zur Berechnung der Paar-
betweenness aller Paare eines Netzwerkes aus [Sch09]. Diesem wird zur Optimierung
eine Reduktion des Graphen auf seinen 2-Core vorgeschaltet. Fiir die Berechnung der
Paarbetweenness von Knotenpaaren auflerhalb des 2-Cores sind auflerdem weitere Vor-
berechnungsschritte notwendig.

Die Evaluation zeigt, dass das Verfahren aus [Sch09] zur Berechnung der Paarbetween-
ness aller Paare eines Netzwerkes, durch die Reduktion, fiir Graphen mit kleinem 2-Core
Anteil beschleunigt, und die Speicherbelastung verbessert werden kann. Dadurch kon-
nen groflere Graphen verarbeitet werden. Der Algorithmus stellt aufgrund seiner besseren
worst-case Laufzeit eine Alternative zu dem Verfahren fiir die Berechnung der Paarbet-

weenness aus [PES07] dar.

Ein weiterer Schritt konnte sein zu untersuchen, ob sich die Idee des reduzierten Graphen
auf den Algorithmus zur Berechnung der Gruppenbetweenness in [PES07] tibertragen
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26 4. Zusammenfassung und Ausblick

ldsst. Dieser Algorithmus berechnet die Gruppenbetweenness iterativ, indem Knoten fiir
Knoten einer Menge M zugeordnet werden, solange bis diese alle Knoten der Gruppe
C, deren Betweenness berechnet werden soll, enthélt. Bei jedem Iterationsschritt muss
die Betweenness aller Knoten in C' und die Paarbetweenness aller Knotenpaare in C
aktualisiert werden. Zu untersuchen wéire dann, ob es ausreicht Werte im 2-Core zu ak-
tualisieren und daraus auf die Knotenpaare auflerhalb des 2-Cores zu schlielen und somit
Rechenzeit und Speicherplatz zu sparen.

Der Gruppenbetweennessalgorithmus aus kann fiir sehr grofle Netzwerke auf-
grund des hohen Speicherbedarfs nicht verwendet werden. Deshalb wire ein Ziel, Ver-
fahren zu entwickeln die mit geringerem Speicherbedarf auskommen. Hierbei kénnte man
sich beispielsweise parallele Varianten vorstellen, die auf Brandes Algorithmus aufbauen.
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Anhang

A. First Appendix Section

Algorithm 1 Compute_Node_Degrees

Input: V: Array of Nodelds, E: Array of Nodelds
Output: degree[v] Yv €V, degi = {v | v hat Grad 1}
int d = 0;
for i =0 to (n-1) do

d = V[i+1] - V[i);

if d == 1 then

degi < degi U{NodeFromlId(i)}

end if

degreeli| = d
end for

—
@
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Anhang

Algorithm 2 SPVB

Input: Graph g: undirected, unweightet
Output: b = Array[0--- R] : int;
p = Array[0--- R] : int;
i=0; G'=G; deg = {veVideg(v)=1}
5. repeat

v < deg;

remove v from deg;

for all u: (v,u) € E do

b[u] = blu] + 2(N - p[v] - p[u] -2)(p[v] + 1);

w0: plu] = plu] + plv] + 1
i+
Vi=Viti\v
E' = E1\ (v,u)
end for
15:  if deg(u) = 1 then
degi — u
end if

until deg; = ()

for all n : node € g do
20:  Brandes(G',b,p)

end for
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First Appendix Section
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Algorithm 3 Brandes_modified

e T S e T o T = T
e B A A Tl =

NN NN NN N NN
© P NPT LD

30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:

o
T2

: Input: Graph g:undirected, unweighted
b= Arrayl0--- R] : float;

p = Array|0 - --R] tint;  s: Node

0 = Array[0--- R] : float;

d= Array[0---R] :int; o= Array[0---R] :int
Output: b = Array[0--- R] : int;
pred[R] = Array:Edge

Q = queue:Node

S = stack:Node

dlt] < —1,t € V; d[s] + 0

ot] <~ 0,t € V; o[s] + 1

: 0[t] +— 0,t € V;
: Q — S
: while QQ not empty do

v+ Q
v— S
for all neighbors of w do
if d[w] < 0 then
Q<+ w
dlw] < d[v] + 1
end if
if d[w] = d[v] + 1 then
olw] = ow] + ov]
pred[w] < v
end if
end for

: end while
: while s not empty do

w < S
for all p:pred[w]| do
if |PB then
3lp] = 6[p) + 2 * (3[w] + plw] + 1)
end if
end for
if w!=s then
blw] = blw] + d[w] * (p[s] + 1);
end if
end while
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Anhang

Algorithm 4 PB_Reduced

e e T S e T e T = T

NN
[N

23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:
46:
47:
48:
49:

B
T2

Input: Graph g : V = Array[0--- R] : int; E = Array[0--- R] : Node
Output: b = Arrayl0--- R] : int; pb= Matriz[0---R][0--- R] : int
dpcy = Matrixz[0--- R][0--- R] : int
dist = Matriz[0--- R][0--- R] : int
o= Matriz[0---R][0--- R] : int
root_dpcy = Matriz[0--- ROOTS]0--- R] : int
df scnum = Arrayl0--- R] :int;  tree = Array[0--- R] : int
i=0; G'=G; degs = {veVideg(v)=1}
repeat
v < degi;
processed[v] = true
degree[v] = degree[v] — 1
b[u] = b[u] + (2N - 1)+1;{Endknoten addieren}
for all u <+ E[V[v]] do
if !processed[u] then
processed[u] = true
degree[u] = degreelu] — 1
b[u] = blu] + 2(N - p[v] - p[u] -2)(p[v] + 1);
p[u] = plu] + p[v] + 1
i+
Vi — V'ifl \’U
E' = FE~1\ (v,u)
end if
end for
if deg(u) = 1 then
degi — u
end if
until deg; = ()
fori =0 to N do
if processed|i] == true && degree[i] > 0 then
roots < Vi
end if
end for
for all r € roots do
DFS(r,dfs_num,tree)
end for
if |V!| > 1 then
for all n : node € g do
Brandes(G*, b, p, pb[n], dpcy[n], o[n], dist[n])
end for
for all n : node € g do
Brandes(G*, b, p, pb[n], dpcy[n], o[n], dist[n])
end for
end if
for all r € roots do
fori=0to N do
root_dependencies[id(r)][i] = dependencies[id(r)][i];
end for 32
end for
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Algorithm 5 Brandes_PB_Reduced

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:

33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:

Input: Graph g: V = Arrayl0---R] :int; E = Arrayl[0---R]: Node
b= Arrayl0--- R] :int; dpcy = Arrayl0--- R] : int

p= Array[0--- R] :int; pb= Array[0---R] :int,s: Node

d= Arrayl0---R] :int; o= Array[0---R]:int,s: Node

Output: b = Arrayl0---R] : int; dep = Array[0---R)]

Arrayl0--- R] :int
pred[R] = Array:Edge

Q = queue:Node

S = stack:Node

dlt] < —1,t € V; d[s] + 0
olt] « 0t e V; o[s] + 1

int;

pb

if PB then
pblt] < dpcyl[t] = (1 + p[t]),t € V;
else
dpcy[t] « dpcy[t] + p[t], t € V;
end if
Q<+ s
{BFS}
while s not empty do
w<— S
for all p:pred[w]| do
if 'PB then
dpeylp] = dpey[p] + % + dbey[w]
else
pb[p] = pblp] + ZE + pblu]
end if
end for
if 'PB then
if w!=s then
if p[w]==0 then
b[w] = blw] + dpeylw] = (p[s] + 1);
else
blw] = b[w] + (dpey[w] — p[w]) * (p[s] + 1); {Korrektur: bei Reduktion schon
beriicksichtigt }
end if
else
b[w] = b{w|+ dpcy[w];
b[w] = b[w]+ p[w]; {Endknoten addieren}
end if
else if PB A w == s then
pb[w] = b[w]
end if
end while
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Anhang

Algorithm 6 Brandes_PB

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:

Input: Graph g: V = Array[0--- R] : int; E = Arrayl0
b= Arrayl0--- R] :int; dpcy = Array[0--- R] : int

p= Array[0--- R] :int; pb= Array[0---R]:int,s: Node
d= Arrayl0---R] :int; o= Array[0---R] :int,s: Node

Output: b = Arrayl0---R] : int; dep = Arrayl0--

Arrayl0--- R] :int
pred[R] = Array:Edge

Q = queue:Node

S = stack:Node

dlt] < =1, t € V; d[s] < 0
olt] « 0t € V; o[s] + 1

if PB then
pb[t] < dpcylt],t € V;
end if
Q<+ s
while Q not empty do
v Q
v— S
for all neighbors of w do
if dw] < 0 then
Q<+ w
dw] < d[v] +1
end if
if djw] = d[v] + 1 then
olw] = olw] + o[v]
pred[w] < v
end if
end for
end while

while s not empty do

w— S
for all p:pred[w]| do
if |PB then
dpey(p] = dpey[p] + % * dbeylw]
else
pb[p] = pblp] + 2 + pblw]
end if
end for
if |PB then
b[w] = b[w]+ dpcy[w];
end if
end while

-+ R] : Node

“R] : int; pb =
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