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Zusammenfassung

Wir betrachten in dieser Arbeit das folgende Problem: Gegeben seien die Planari-
sierung eines nichtplanaren Graphen mit Maximalgrad 4 sowie eine Abbildung flex,
die jeder Kante des Graphen eine Flexibilitidt zuweist. Gibt es eine Orthogonale
Zeichnung dieser planaren Einbettung, so dass jede Kante e hochstens flex(e) Kni-
cke aufweist? Wir untersuchen zunéchst den Fall mit einer einzelnen Kreuzung und
zeigen, dass es eine solche Zeichnung selbst dann nicht ohne weiteres gibt, wenn auf
jeder Kante zwei Knicke erlaubt sind, anders als im planaren Fall. anschlieend zei-
gen wird, dass dieses Problem im allgemeinen NP-schwer ist. Schliellich stellen wir
ein ganzzahliges Lineares Programm zum Finden einer solchen Zeichnung vor, evalu-
ieren dieses Programm anhand unterschiedlicher Beispielgraphen und zeigen damit,
dass nur in extremen Féllen die erhohte Komplexitdt zum Tragen kommt.
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1. Einleitung

In der Graphentheorie ist es oftmals wiinschenswert, einen Graph derart darstellen zu kon-
nen, dass er fiir Menschen leicht lesbar ist. Der Bereich des Graphzeichnens beschéftigt
sich daher mit unterschiedlichen Kriterien fiir die Lesbarkeit. So ist es wichtig, dass die
darzustellenden Elemente voneinander geniigend Abstand haben, dass die Linienziige der
Kanten klar verlaufen und nicht miteinander verwechselt werden koénnen, dass Symme-
trien existieren um ein leichtes Erfassen der Darstellung zu ermoglichen, und dhnliches.
Eine probate Vorgehensweise fiir Graphen mit Maximalgrad 4 ist hierbei das orthogonale
Zeichnen, bei dem Kanten als vertikale beziehungsweise horizontale Linienziige dargestellt
werden, die je nach Verlauf der Kante eine gewisse Anzahl rechtwinkliger Knicke aufweisen.
Dies sorgt fiir eine gute Ubersichtlichkeit der Zeichnung, fiir klare Strukturen und somit
fiir eine erhohte Lesbarkeit. Abbildung zeigt ein Beispiel.

ez

Abbildung 1.1: Der linke Zeichnung des Graphs ist aufgrund der fehlenden Struktur nur
schwer lesbar. Die Orthogonale Zeichnung in der Mitte ist {ibersichtlicher,
aber wegen der hohen Anzahl von Knicken ebenfalls nicht optimal. Die
rechte Zeichnung mit minimaler Anzahl an Knicken hingegen ist klar und
prézise.

Gleichzeitig gibt es weitere Anwendungsgebiete wie den Entwurf integrierter Schaltkreise
(VLSI-Design) oder das sogenannte Floorplanning beim Chipentwurf, in denen Orthogo-
nale Zeichnungen der zu realisierenden Schaltungen von Vorteil sind.

In beiden Fillen ist es dabei wiinschenswert, eine Orthogonale Zeichnung zu finden, die
gewisse Regeln beziiglich der Anzahl der Knicke ihrer Kanten einhalten. So ist ein Graph
umso leichter lesbar, je weniger Knicke er insgesamt aufweist. Andererseits ist es aber
auch nicht wiinschenswert, dass eine einzelne Kante sehr viele Knicke hat. Entsprechend
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konzentrieren sich die Optimierungsbemiihungen im Allgemeinen entweder auf eine Mi-
nimierung der Gesamtzahl an Knicken oder auf das Finden einer Zeichnung mit einer
gewissen Hochstzahl an Knicken pro Kante. Der Begriff Knickminimierung umfasst dabei
beide Problemstellungen.

Soll ein nichtplanarer Graph in der Ebene gezeichnet werden (man spricht von Planari-
sierung des Graphen) sind dhnliche Qualitéitskriterien anzuwenden: je geringer die Anzahl
der benétigten Kreuzungen pro Kante oder insgesamt ist, desto besser. Bei der Orthogona-
len Zeichnung nichtplanarer Graphen gilt es folglich, verschiedene Kriterien gegeneinander
abzuwigen. Bisherige Arbeiten konzentrieren sich im Allgemeinen aber entweder auf die
Knickminimierung, was auf Kosten der Anzahl der Kreuzungen geht, oder aber auf die
Kreuzungsminimierung, ohne Beriicksichtigung der Anzahl der Knicke.

1.1 Formulierung des Problems

Wir betrachten nun nichtplanare Graphen mit einer festen Planarisierung, gegeben sei also
eine planare Zeichnung des Graphen, in der festgelegt ist, wie sich die einzelnen Kreuzungen
genau schneiden. Desweiteren sei fiir jede Kante eine Flexibilitdt gegeben, die festlegt, wie
viele Knicke diese Kante maximal haben darf.

Wir wollen nun entscheiden, ob es eine Orthogonale Zeichnung dieser Planarisierung gibt,
in der jede Kante hochstens so viele Knicke hat, wie ihre Flexibilitat zuldsst. Dabei be-
trachten wir unterschliedliche Félle beziiglich der Anzahl der sich kreuzenden Kanten, der
Anzahl der Kanten, die eine einzelne Kante kreuzen, sowie insbesondere der Anzahl ma-
ximal zulédssiger Knicke pro Kante. Zum Abschluss stellen wir ein ganzzahliges Lineares
Programm vor, das die Problemstellung erfasst, und evaluieren die Laufzeit dieses ILPs
anhand unterschiedlicher Beispielgraphen.

1.2 Motivation

Waéhrend planare Graphen einige niitzliche Eigenschaften haben, die es erlauben, auf ihnen
effiziente und einfache Algorithmen zu entwerfen, sind sie in der Praxis von eher geringe-
rer Bedeutung. Es wére daher wiinschenswert, die auf planare Graphen zugeschnittenen
Werkzeuge zur Knickminimierung auch auf nichtplanaren Graphen verwenden zu kénnen.

Die wenigen vorhandenen Mechanismen zur Knickminimierung auf nichtplanaren Graphen
setzen aber voraus, dass die Einbettung des Graphen frei gewéhlt werden kann. Dies hat
zwei Nachteile: zum einen wird in der Folge nicht darauf geachtet, eine qualtitativ hochwer-
tige Einbettung beziiglich der Anzahl der Kreuzungen zu wéahlen. Und zum anderen ist es
so nicht moglich, gewisse Anforderungen an die Art der Einbettung zu stellen, zum Beispiel
welche Kanten sich kreuzen sollen oder welche Kanten kreuzungsfrei bleiben miissen.

Es ist also von groflem Interesse, Knickminimierung auf einer fest vorgegebenen Planarisie-
rung zu untersuchen. Dabei soll es genau wie im planaren Fall moglich sein, fiir jede Kante
die Anzahl der erlaubten Knicke festzulegen. Doch die vorhandenen Verfahrensweisen zur
Knickminimierung auf planaren Graphen sind nicht in der Lage, diese Bedingungen auch
fiir jene Kanten zu iiberpriifen, die die Planaritit des Graphen verletzen. Dass wir im
Laufe dieser Arbeit Verfahrensweisen vorstellen, die diese Leistung erbringen, schlieit also
eine wichtige Liicke im Bereich der Knickminimierung.

1.3 Stand der Forschung

Ein Grofiteil der vorhandenen Forschung beschiftigt sich wie erwahnt mit der Knickmini-
mierung auf planaren Graphen, wobei oftmals die Einbettung frei gewéhlt werden kann.
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H Freie Einbettung ‘ Feste Einbettung
Planar NPC (flex = 0), O(n*?) (flex > 1), O(n) (flex = 2) P
Nichtplanar O(n) (flex = 2) ?

Tabelle 1.1: Komplextitéit der unterschiedlichen Variationen der Knickminimierung

1.3.1 Knickminimierung mit freier Einbettung

In planaren Graphen ist es laut Garg und Tamassia NP-schwer, zu entscheiden,
ob ein Graph eine Einbettung mit 0 Knicken zulésst. Folglich ist es ebenso NP-schwer,
die Anzahl der benétigten Knicke iiber alle moglichen Einbettungen des Graphen zu mi-
nimieren. Di Battista et al. zeigen dass dies nicht mehr gilt, falls die Knoten des
Graphen hochstens den Grad 3 haben oder der Graph serien-parallel ist. Fiir diese Félle
stellen sie einen Polynomialzeitalgorithmus vor.

Eine Einbettung, die sich mit héchstens zwei Knicken pro Kante zeichnen lésst, gibt es
laut Biedl und Kant in jedem planaren Graphen ausser dem Oktaeder. Der dort
vorgestellte Linearzeitalgorithmus kann eine derartige Zeichnung auch fiir nichtplanare
Graphen finden, stellt dabei aber keine Einschrinkungen an die Anzahl der Kreuzungen.
Das Ergebnis sind Graphen mit sehr hohen Kreuzungszahlen, was besonders in Bezug auf
die Lesbarkeit wenig zufriedenstellend ist.

Blésius et al. schliefllich verallgemeinern das Problem der Knickminimierung
zum sogenannten flex-draw-Problem, indem sie jeder Kante eine individuelle Hochstzahl
an Knicken erlauben, die sogenannte Flexibilitét. Fiir den Fall dass jede Flexibilitét positiv
ist geben sie einen Polynomialzeitalgorithmus an. Damit ldsst sich also unter anderem auch
entscheiden, ob ein Graph mit héchstens einem Knick pro Kante eingebettet werden kann.

1.3.2 Knickminimierung mit fester Einbettung

Anstatt alle méglichen Einbettungen eines planaren Graphen zu betrachten kann man auch
eine feste Einbettung des Graphen wéhlen und ausschliefflich auf dieser arbeiten. Tamassia
Tam87] stellt fiir diesen Fall ein Flussnetzwerk vor, mit dessen Hilfe sich die Anzahl der
in einer Orthogonalen Zeichnung dieser Einbettung benotigten Knicke in Polynomialzeit
minimieren l&sst.

Dieses Flussnetzwerk lésst sich auch derart modifizieren, dass es genau dann einen giilti-
gen Fluss enthélt, wenn es eine Zeichnung gibt, welche die von Bléisius et al.
vorgestellten Flexibilititen beriicksichtigt. Morgana et al. beschreiben, welche
Kriterien eine planare Einbettung erfiillen muss, damit eine Zeichnung mit héchstens einem
Knick pro Kante moglich ist.

Tabelle gibt eine Ubersicht iiber die vorliegenden Ergebnisse.

Es gibt also offensichtlich keine Ergebnisse dariiber, wie die Komplexitdt der Knickmini-
mierung sich im nichtplanaren Fall mit fester Einbettung des Graphen verhilt. Dies ist
wie gesagt jedoch von groflem Interesse, nicht nur weil derartige Probleme von praktischer
Bedeutung sind sondern vor allem, damit die Erkenntnisse aus der Knickminimierung mit
den Erkenntnissen aus der Kreuzungsminimierung kombiniert werden kénnen.

1.3.3 Kreuzungsminimierung

Laut Garey und Johnson [GJ83] ist es NP-schwer zu entscheiden, ob es zu einem gegebenen
nichtplanaren Graphen eine Zeichnung gibt, deren Anzahl an Kreuzungen einen gewissen



1. Einleitung

Wert nicht iiberschreitet. Da das Minimieren der Anzahl an Kreuzungen aber von groflem
praktischen Interesse ist, gibt es zahlreiche Arbeiten, die in Abhéngigkeit von der Beschaf-
fenheit des Graphen moglichst optimale Ergebnisse zu erzielen versuchen. Eine ausfiihrliche
Ubersicht iiber die géingigsten Verfahrensweisen bieten Gutwenger und Mutzel [GMO04]. Die
Vorgehensweise dabei ist im Allgemeinen das Finden eines planaren Subgraphen gefolgt
vom Einfiigen der fehlenden Kanten unter Beachtung verschiedener Kriterien. Arbeiten,
die dabei auch die Anzahl der Knicke in einer Orthogonalen Zeichnung betrachten, sind
uns nicht bekannt.

1.4 Struktur dieser Arbeit

In Kapitel |2 werden wir die fiir unsere Arbeit wichtigsten Begriffe und Notationen formal
vorstellen, die zentrale Problemstellung der Arbeit klar formulieren und erste Verfahrens-
weisen einfiihren, die wir im Laufe des 6fteren benttigen werden.

Kapitel 3| behandelt den Fall, der laut Biedl und Kant in planaren Graphen stets 16s-
bar ist: das Zeichnen mit zwei Knicken pro Kante. Wir untersuchen, ob dies auch auf nicht-
planaren Graphen moglich ist, mit der einfachst moglichen Konfiguration: einem Graph
mit nur einer Kreuzung. Dazu untersuchen wir die Beschaffenheit der sich kreuzenden
Kanten und stellen so fest, dass es durchaus Situationen geben kann, in der eine dieser
Kanten mindestens drei Knicke benétigt.

In Kapitel [4| verallgemeinern wir schliellich die Problemstellung auf den aus flex-draw
bekannten Fall, einen beliebigen Graphen mit Kanten unterschiedlicher Flexi-
bilitdt. Wir zeigen, dass dieses auf planaren Graphen in Polynomialzeit 16sbare Problem
auf festen Einbettungen nichtplanarer Graphen NP-schwer ist. Dabei stellen wir in An-
lehnung an Tamassia [Tam87] ein modifiziertes Flussnetzwerk vor, das genau dann einen
giiltigen Fluss enthélt, wenn es eine entsprechende Orthogonale Zeichnung gibt. Dafiir
miissen wir dem Flussnetzwerk einige zusétzliche Bedingungen hinzufiigen, die das Finden
eines Flusses NP-schwer machen. Wir stellen ein ganzzahliges Lineares Programm vor,
zum Finden eines Flusses verwendet werden kann.

Die Laufzeit dieses Linearen Programms evaluieren wir schlieflich in Kapitel |5/ anhand
von Beispielgraphen, um zu untersuchen, inwiefern die Erhéhung der Komplexitét in pra-
xisnahen Féllen eine Rolle spielt. Wir werden dabei zeigen, dass lediglich in sehr dichten
Graphen, die folglich eine hohe Anzahl sich kreuzender Kanten aufweisen, ein relevanter
Unterschied zwischen der Laufzeit auf planaren Graphen und auf nichtplanaren Graphen
besteht.
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Wir stellen die benétigten Grundlagen und Notationen vor, die wir im Verlauf der Arbeit
verwenden werden.

2.1 Orthogonale Zeichnung und Orthogonale Reprisentation

Sei G = (V, E) ein einfacher planarer Graph mit Maximalgrad 4, also ein planarer Graph
ohne Mehrfachkanten und Schlingen, dessen Knoten hochstens 4 inzidente Kanten haben.
Sei I' eine Orthogonale Zeichnung des Graphen G, also eine Zeichnung, bei der die Kanten
aus F dargestellt sind als Linienziige, die horizontal oder vertikal verlaufen und als Knicke
ausschlieBlich 90°-Winkel (bzw. 270°-Winkel) aufweisen. Dabei jede Kante ausschlieflich
in eine Richtung geknickt, es kann also nicht vorkommen, dass zwei Knicke einer Kante
in derselben Facette unterschiedliche Winkel bilden. Dies ist keine Einschréinkung der
Allgemeinheit, da derartige Linienziige stets ersetzt werden kéonnen durch eine gerade Linie
[Tam87]. Seien & die von der Zeichnung I' induzierte planare Einbettung des Graphen G
und F' die Facetten in dieser Einbettung. Zur Beschreibung der Orthogonalen Zeichnung
I stellen wir die Orthogonale Reprisentation R nach Tamassia vor [Tam87].

Sei e € E eine Kante im Graph G. Dann definieren wir die Rotation |rot(e)| als die Anzahl
der Knicke, die auf der Kante e liegen, also die Anzahl der Knicke, die der Linienzug zur
Kante e in der Orthogonalen Zeichnung I" aufweist. Sei desweiteren f eine in der Einbettung
& zur Kante e inzidente Facette. Dann definieren wir rot(ey) als Indikator dafiir, in welche
Richtung die Knicke auf der Kante e beziiglich der Facette f geknickt sind. Falls die Knicke
in der Facette f 90°-Winkel bilden, sei rot(ef) = |rot(e)|. Falls sie hingegen 270°-Winkel
bilden, sei rot(ef) = —|rot(e)|. Ist die Kante e zu einer weiteren Facette g # f inzident, so
folgt automatisch rot(ef) = —rot(ey). Ist sie hingegen ausschliefllich zur Facette f inzident
(weil es sich um eine Briicke handelt), so nimmt rot(ey) zwei unterschiedliche Werte an.
Die entsprechende Interpretation folge im Zweifelsfall aus dem Zusammenhang. Abbildung
veranschaulicht diese Rotationen.

Die Kanten, die eine Facette begrenzen, bilden auch dort einen Winkel, wo sie in einem
Knoten aufeinandertreffen. Wir benétigen also auch fiir die Knoten ein Ma#f fiir die Rota-
tion, das analog zu den Knicken in Kanten dieselben Werte fiir dieselben Winkel annimmt.
Seien dazu v € V ein Knoten im Graph G und f eine in der Einbettung £ zum Knoten v
inzidente Facette. Sei a(vy) der Winkel, den die zum Knoten v inzidenten Kanten in der
Facette f bilden. Dann erhalten wir rot(vs) = 2 — a(vf)/90°. Die Summe der Rotationen
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um einen Knoten v € V' ist somit gleich 2 - grad(v) — 4, wobei grad(v) die Anzahl der zum
Knoten v inzidenten Kanten ist.

Insgesamt ist fiir jede Facette f die Summe der Rotationen aller Knoten und aller Kanten
—4, falls f die duBere Facette ist, und +4, falls f eine innere Facette ist. Abbildung[2.1]zeigt
ein Beispiel fiir eine Orthogonale Zeichnung. Die Werte der Orthogonalen Représentation
sind an den Kanten beziehungsweise an den Knoten in der entsprechenden Facette notiert.
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden Kanten, an denen die Rotation Null ist, nicht
beschriftet.

-1 -1 -1 0 -1
1 1 1)1 1
1 111 -1
000 0
1 111 -1
1)1
) -1 0 -1

Abbildung 2.1: Orthogonale Zeichnung mit Orthogonaler Reprisentation.

Diese Eigenschaften der Orthogonalen Reprisentation sind nicht nur notwendig sondern
hinreichend zur Beschreibung einer Orthogonalen Zeichnung. Folglich l4sst sich durch An-
gabe der Orthogonalen Représentation die Orthogonale Zeichnung (abgesehen von Ab-
stdnden und Léngen der Linien) eindeutig festlegen [Tam87]. Der Vorteil daran ist, dass
derartige Figenschaften der Geometrie damit vernachlissigt werden kénnen. Zudem er-
laubt die abstrakte Form der Orthogonalen Reprisentation die effiziente Durchfithrung
von Operationen wie zum Beispiel dem Andern der Anzahl der Knicke einer Kante.

2.2 Planarisierung nichtplanarer Graphen

Sei nun zu einem nichtplanaren Graphen eine Zeichnung in der Ebene gegeben. In dieser
Zeichnung schneidet also eine gewisse Anzahl der Kanten andere Kanten in einem oder
mehreren Punkten. Derartige Kanten, die andere Kanten kreuzen, nennen wir Kreuzungs-
kanten. FErsetzt man die Schnittpunkte der Kreuzungskanten durch Knoten, welche man
zu den Knoten des Graphen hinzunimmt, und die Kreuzungskanten durch jene Kanten,
die den Pfad iiber die hinzugenommenen Knoten bilden, so erhélt man einen planaren
Graphen. Diesen planaren Graphen nennen wir die Planarisierung des Graphen. Die hin-
zugenommenen Knoten nennen wir Kreuzungsknoten; die zu den Kreuzungsknoten inzi-
denten Kanten nennen wir Kantensegmente jener Kreuzungskanten, zu denen sie gehéren.
Da sich die Planarisierung aus einer festen Zeichnung ergibt, ist mit ihr automatisch auch
eine Einbettung gegeben. Da wir die Topologie des Graphen festhalten wollen, werden wir
diese Einbettung als feste Einbettung beibehalten.

Natiirlich miissen wir nicht von einer vorhandenen Zeichnung eines nichtplanaren Gra-
phen ausgehen. Stattdessen kénnen wir auch zu einem nichtplanaren Graphen selbst eine
Einbettung in der Ebene erarbeiten, beispielsweise mit den von Gutwenger und Mutzel
GMO04] vorgestellten Verfahrensweisen. Dabei lassen sich auch Qualitéitskriterien beziig-
lich der Beschaffenheit der Einbettung beachten. So oder so gehen wir aber von einer festen
Einbettung aus.

Da wir fortan ausschliefllich mit Planarisierungen von Graphen arbeiten werden, fithren
wir hier die entsprechende Notation formal ein: Sei G = (V, E) die Planarisierung eines
einfachen nichtplanaren Graphen G = (f/, E) Die Knotenmenge V' enthilt als echte Teil-
menge die Menge der Kreuzungsknoten, also jener Knoten, die die Kreuzung zweier Kanten
in der Planarisierung verkorpern. Da diese Kreuzungsknoten nicht Teil des nichtplanaren
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Graphen sind, ist ihre Menge disjunkt zur Knotenmenge V des nichtplanaren Graphen.
Genauer gesagt setzt sich die Knotenmenge V' der Planarisierung aus der Knotenmenge V'
des nichtplanaren Graphen und der Menge der Kreuzungsknoten zusammen.

Analog enthilt die Kantenmenge F des nichtplanaren Graphen als Teilmenge die Menge
der Kreuzungskanten, also jener Kanten, die in der Planarisierung durch einen Pfad von
Kanten ersetzt wurde, die jeweils zu mindestens einem Kreuzungsknoten inzident sind.
Jene Kanten bilden die Menge der Kantensegmente der zugehtrigen Kreuzungskante; die
Menge der Kantensegmente aller Kreuzungskanten ist eine Teilmenge der Kantenmenge
FE der Planarisierung. Kanten der Planarisierung, die keine Kantensegmente sind, nen-
nen wir kreuzungsfreie Kanten. IThre Menge ist Teilmenge sowohl der Kantenmenge E des
nichtplanaren Graphen als auch der Kantenmenge E der Planarisierung. Somit setzt sich
die Kantenmenge E zusammen aus den kreuzungsfreien Kanten und den Kreuzungskan-
ten. Diese Kanten meinen wir kiinftig, wenn wir ohne weitere Einschréinkung von Kanten
sprechen. Wollen wir hingegen Bezug nehmen auf die Kantenmenge E der Planarisierung,
welche sich zusammensetzt aus den kreuzungsfreien Kanten und den Kantensegmenten, so
sprechen wir von den Planarisierungskanten. Natiirlich verwenden wir aber auch weiterhin
den Begriff Kante fiir einzelne Kanten unabhéngig davon, ob es sich um ein Kantenseg-
ment, eine kreuzungsfreie Kante oder eine Kreuzungskante handelt, wenn die genaue Art
der Kante keine Rolle spielt.

Man beachte, dass sich die Menge der Kreuzungskanten anhand einer gegebenen Planari-
sierung ablesen lassen, ohne dass der urspriingliche nichtplanare Graph bekannt ist. Die
Anordnung der Kantensegmente um den Kreuzungsknoten erméglicht eine eindeutige Zu-
ordnung zweier benachbarter zueinander gehoriger Kantensegmente, so dass die Menge
aller zueinander gehoriger Kantensegmente ermittelt werden kann.

2.3 Nichtplanares flex-draw

Je nach Anwendung kann es von Vorteil sein, unterschiedlichen Kanten eines Graphen
eine unterschiedliche Anzahl an Knicken zu erlauben. Wir verwenden daher die Abbildung
flex : E — Ny um in einer gegebenen Planarisierung simtlichen Kanten eine Obergren-
ze fiir die Anzahl der Knicke zuzuweisen. Wir sprechen hierbei von der Flexibilitdt der
entsprechenden Kante. Gilt beispielsweise fiir eine Kreuzungskante e mit zwei Kantenseg-
menten flex(e) = 2, so darf diese Kreuzungskante hochstens zwei Knicke haben; wir sagen
die Kante e hat Flexibilitéit 2. Dabei diirfen diese zwei Knicke beliebig auf die beiden Kan-
tensegmente verteilt werden; die Kantensegmente haben keine separate Flexibilitat, sie
konnen beliebig viele Knicke haben, solange die Summe der Kantensegmente einer Kreu-
zungskante nicht deren Flexibilitdt tibersteigt. Durch das Festlegen einer Flexibilitédt der
Kreuzungskanten erhalten wir also einen echten Mehrwehrt gegeniiber einer festen Flexi-
bilitét der Planarisierungskanten: wiirde man die Flexibilitdt beider Kantensegmente auf
2 setzen, so diirfte die Kreuzungskante bis zu vier Knicke haben. Wiirde man sie hingegen
jeweils auf 1 setzen, wire eine Verteilung beider Knicke auf ein einzelnes Segment nicht
mehr zuléssig.

Dies fiihrt uns direkt zur zentralen Fragestellung dieser Arbeit.

Definition 2.1 (Nichtplanares flex-draw). Gegeben seien eine Planarisierung eines nicht-
planaren Graphen sowie die zugehérige Flexibilitit der einzelnen Kanten des nichtplana-
ren Graphen. FEs gilt zu entscheiden, ob es eine Orthogonale Zeichnung der Planarisierung
gibt, in der keine Kante mehr Knicke hat, als thre Flexibilitdt zuldsst. Wir nennen die-
ses Entscheidungsproblem nichtplanares flex-draw, kurz np-flex. Die Planarisierung samt
Flexibilitat nennen wir np-flex-Instanz.



2. Grundlagen

Hat in einer Orthogonalen Zeichnung einer Planarisierung eine Kante mehr Knicke, als
ihre Flexibilitat zuldsst, sagen wir die Flexibilitdt der Kante ist verletzt. Falls es in jeder
moglichen Orthogonalen Zeichnung einer np-flex-Instanz mindestens eine Kante gibt, deren
Flexibilitat verletzt ist, sagen wir diese np-flex-Instanz ist nicht 16sbar. Gibt es hingegen
eine Orthogonale Zeichnung, in der jede Kante hichstens so viele Knicke hat, wie ihre
Flexibilitdt zulésst, sagen wir die np-flex-Instanz ist 16sbar. Dabei ist Losbarkeit nicht mit
Entscheidbarkeit zu verwechseln: es ist immer entscheidbar, ob eine np-flex-Instanz 16sbar
ist oder nicht.

Zum einen wollen wir np-flex nun fiir einezlne Instanzen 16sen, also fiir konkret vorgegebene
Planarisierungen mit genau definierter Flexibilitdt. Dariiber hinaus interessieren wir uns
aber auch fiir allgemeinere Fragestellungen, bei denen die Planarisierung, die Flexibilitat
oder beides nicht genau vorgegeben sind. Dabei lassen sich diverse Charakteristika beliebig
beschreiben. Wird eine Eigenschaft nicht genauer festgelegt, so ist das np-flex-Problem fiir
alle moglichen Ausprégungen dieser Eigenschaft zu betrachten. Eine derartige Eigenschaft
wére zum Beispiel, dass alle Kanten dieselbe Flexibilitdt haben. Wir sprechen in diesem
Fall von globaler Flexibilitdt.

Wenn die Problemstellung beispielsweise lautet ,,16se np-flex auf Instanzen, deren Kanten
mindestens Flexibilitdt 1 haben®, so gilt es zu untersuchen, ob in jeder beliebigen Planari-
sierung eines nicht naher definierten nichtplanaren Graphen eine Orthogonale Zeichnung
gefunden werden kann, in der keine Kante ihre Flexibilitdt verletzt, unabhéngig davon,
wie die Flexibilitdten verteilt sind, solange keine davon kleiner ist als 1.

2.4 Kanten gliatten und knicken

Beim Losen von np-flex werden wir immer wieder auf Orthogonale Zeichnungen stoflen,
in denen die Flexibilitéit einer Kante verletzt ist. Um eine Zeichnung zu finden, die diese
np-flex-Instanz 16st, miissen wir dann die Anzahl der Knicke auf dieser Kante reduzieren.
Wir sagen, die Kante beziehungsweise ihr Knick soll gegldttet werden.

Seien e € F eine Kante im Graphen G, f und ¢ die zu e in der Einbettung £ inzidenten
Facetten und sei rot(ef) < 0, d.h. e hat mindestens einen Knick, und der 90°-Winkel
dieses Knickes liegt in der Facette f, der 270°-Winkel in der Facette g. Soll die Kante e
nun geglittet werden, muss rot(ey) erhoht werden und rot(e,) reduziert werden. Abbildung
veranschaulicht diese Anderung der beiden Rotationen mit Hilfe eines Pfeiles: auf der
Seite, auf der er auftritt, erhoht er den Wert der Rotation der Kante, auf der anderen Seite
senkt er den Wert. Wir nennen einen solchen Pfeil einen reduzierenden Pfeil.

TN O»LQ

2 1

Abbildung 2.2: Glatten einer Kante iiber einen reduzierenden Pfeil.

Wir definieren die Begriffe Pfeil und reduzierender Pfeil formal. Sei dazu G* der Dualgraph
des Graphen G und £* die zur Einbettung £ duale Einbettung von G*.

Definition 2.2 (Pfeil). Ein Pfeil einer Kante e eines Graphen G ist eine zur Kante e duale
Kante im Dualgraph G* des Graphen G, die gerichtet ist. Ist die Kante in der Einbettung
E* gerichtet von dem zur Facette f dualen Knoten zu dem zur Facette g dualen Knoten
(wobei f und g die in der Einbettung £ zur Kante e inzidenten Facetten sind) sprechen
wir von einem Pfeil einer Kante e von f nach g.



2.4. Kanten glitten und knicken

Definition 2.3 (Reduzierender Pfeil). Ein reduzierender Pfeil ist ein Pfeil einer Kante e
von f nach g, fir den rot(ef) <0 gilt.

Wiirde nun nur eine einzelne Kante gegléttet werden, so wiirde sich die Summe der Rota-
tionen in den Facetten f bzw. g erhohen bzw. verringern. Da die Summe der Rotationen
aber stets gleich bleiben muss, muss dieser Unterschied wie in einem Flussnetzwerk ausge-
glichen werden. So muss also fiir die Benutzung eines reduzierenden Pfeiles einer Kante e
von f nach g in der Facette ¢ (in der sich nun eine iiberschiissige Flusseinheit befindet) die
Rotation einer von e verschiedenen Kante erhdht werden. Hatte diese Kante zuvor einen
270°-Winkel in der Facette g, so wird sie also ebenfalls iiber einen reduzierenden Pfeil
geglattet. Hatte sie hingegen keinen Knick oder gar einen Knick in der anderen Richtung,
erhélt sie durch den entsprechenden Pfeil einen Knick hinzu. Anstatt die Kante zu glétten,
knicken wir sie also.

Auf diese Weise wird der iiberschiissige Fluss zwischen den Facetten iiber Kanten wei-
tergereicht, bis die Facette f erreicht wird, von der der urspriingliche reduzierende Pfeil
ausgeht. Diese Vorgehensweise entspricht also der Suche nach einem Kreis im Dualgraph
des Graphen. Wir nennen einen solchen Kreis einen reduzierenden Kreis.

Definition 2.4 (Reduzierender Kreis). Ein reduzierender Kreis einer Kante e eines Gra-
phen G ist ein einfacher gerichteter Kreis im Dualgraph G* des Graphen G, der einen
reduzierenden Pfeil der Kante e enthdlt.

Abbildung zeigt ein Beispiel fiir einen reduzierenden Kreis sowie die entsprechende
Anderung in der Orthogonalen Zeichnung.

1 2
a
b d

2 c 1 1

Abbildung 2.3: Glitten und Knicken mehrerer Kanten {iber einen reduzierenden Kreis der
Kante {a, c}.

Nun wollen wir bei dieser Vorgehensweise aber nicht dafiir sorgen, dass eine Kante mehr
Knicke erhélt, als ihre Flexibilitdt zulédsst. Wir wollen also keine Pfeile verwenden, die diese
Bedingung verletzen.

Definition 2.5 (Ungiiltiger Pfeil). Ein ungiltiger Pfeil ist ein Pfeil einer Kante e von f
nach g, fir den rot(ey) > flex(e) gilt.

Definition 2.6 (Ungiiltiger Kreis und giiltiger Kreis). Fin ungiiltiger Kreis ist ein Kreis,
der mindestens einen ungiiltigen Pfeil enthdlt. Fin giltiger Kreis ist ein Kreis, der keinen
ungultigen Pfeil enthdlt.

Im Allgemeinen kann der iiberschiissige Fluss einer Facette auch iiber einen inzidenten
Knoten abflielen, falls dieser in der Facette einen Winkel von mindestens 180° hat. Da im
Allgemeinen aber nicht garantiert werden kann, dass ein solcher Knoten in dieser Facette
existiert, beschrinken wir uns bei unserer Untersuchung darauf, Kanten zu glétten und zu
knicken, um ein moglichst allgemeines Ergebnis zu erhalten.






3. Graphen mit einem einzelnen
Kreuzungsknoten

Wir betrachten zunéchst np-flex mit globaler Flexibilitdat 2. Es soll also untersucht wer-
den, ob sich eine beliebige Planarisierung derart zeichnen l&sst, dass jede Kante hochstens
zwei Knicke hat. Laut Biedl und Kant kann ein Graph immer derart gezeichnet
werden, wenn die Einbettung frei gewéhlt werden kann, es sei denn es handelt sich um
den Oktaeder. Fiir planare Graphen findet der dort angegebene Algorithmus auch bei fes-
ter Einbettung eine entsprechende Zeichnung. Wir kénnen also voraussetzen, dass es fiir
jede Planarisierung eine Orthogonale Zeichnung gibt, bei der alle kreuzungsfreien Kanten
hochstens zwei Knicke haben. Es bleibt zu untersuchen, ob dies auch fiir die Kreuzungs-
kanten erreicht werden kann.

3.1 Beschreibung des zugrundeliegenden Graphen

Wir betrachten also eine Planarisierung G mit genau einem Kreuzungsknoten z. Seien
a,b,u,v € V diejenigen Knoten in V', die adjazent sind zum Kreuzungsknoten x, wobei sie
in der Orthogonalen Zeichnung im Uhrzeigersinn um denselben in der Reihenfolge u, a, v, b
angeordnet seien. Somit ergibt sich die Menge der Kreuzungskanten als {(a,b), (u,v)}. Sei
die Benennenung der zu z inzidenten Facetten im Uhrzeigersinn um den Kreuzungksnoten
f1,91, g2, fo. Abbildung zeigt die entsprechende Benennung anhand eines Beispiels.

o
a

f1 g1

f2 g2

o

b

Abbildung 3.1: Anordnung der zum Kreuzungsknoten z inzidenten Kanten und Facetten.

Betrachte nun den von V' \ z induzierten Subgraphen von G. Dieser Graph ist planar und
verfiigt {iber eine Facette, auf deren Rand die Knoten u, v, a und b liegen. Wir fiigen die
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3. Graphen mit einem einzelnen Kreuzungsknoten

Kante {u,v} hinzu. Nun kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit davon ausge-
hen, dass jede Kante in diesem Graph hiéchstens zwei Knicke hat. Schliellich fiigen wir die
Kante {a,b} hinzu, die die Kante {u,v} kreuzt, und erhalten so den nichtplanaren Gra-
phen G, den wir mit dem Graphen G modelliert haben, indem wir die Stelle, in der sich
die sogenannten Kreuzungskanten {u,v} und {a,b} als Kreuzungsknoten = modellierten.
Die Kreuzungskante {u,v} wird also in der Planarisierung ersetzt durch die Kantenseg-
mente {u,x} und {v,x}, die Kreuzungskante {a, b} durch die Kantensegmente {a,x} und
{b,z}. Da die Kreuzungskante {u,v} hochstens zwei Knicke in derselben Richtung hat,
gilt [rot({u,x})| + [rot({v,z})| < 2 und rot({v,x}g,) - rot({u,v}s) > 0. Da wir bei der
Modellierung keine Einschrinkungen an die Beschaffenheit der Kreuzungskante {a, b} ge-
stellt haben, miissen diese Bedingungen fiir sie nicht gelten. Insbesondere kénnen auch
die Kanten {a,z} und {b, 2} drei oder mehr Knicke aufweisen. Allerdings seien auch diese
Kanten nur in eine Richtung geknickt.

3.2 Untersuchung der beiden Kreuzungskanten

Wir nehmen nun an, dass die Kreuzungskante {a,b} mindestens drei Knicke aufweist, es
gelte also |rot({a,z})| + |rot({b,z})| > 3. Wir wollen nun untersuchen, unter welchen
Umsténden sich die Anzahl dieser Knicke reduzieren ldsst. Dazu fithren wir eine Fallunter-
scheidung tiber die Beschaffenheit der zum Kreuzungsknoten x inzidenten Kanten durch
und untersuchen, welche der Kanten geglidttet und welche geknickt werden diirfen. Wir
gehen dabei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit davon aus, dass die Kante {b, 2} hochs-
tens so viele Knicke aufweist wie die Kante {a, z}, es gelte also | rot({a, z})| > |rot({b, z})|.
Desweiteren sei die Kante {a, z} derart geknickt, dass sie die 90°-Winkel in der Facette g;
hat, es ergibt sich also rot({a,z} ) < —2. Es ist leicht zu sehen, dass beide Eigenschaf-
ten immer garantiert werden konnen, sei es durch Spiegelung der Orthogonalen Zeichnung
an einer der beiden Kreuzungkanten, durch Drehung der Orthogonalen Zeichnung um den
Kreuzungsknoten oder durch Umbenennung der Knoten und Facetten. Abbildung|[3.2|zeigt
ein Beispiel fiir die entsprechende Vorgehensweise.

o
U
E

f g1

T’U
U » ° T
b
a f2 g2
v %

Abbildung 3.2: Normierung durch Umbenennung, Drehung und Spiegelung.

3.2.1 Beschaffenheit der Kreuzungskante {a,b}

Die Anzahl der Knicke auf der Kreuzungskante {a, b} muss reduziert werden, es muss also
fiir mindestens eine der beiden Kanten {a,z} und {b,z} ein reduzierender Pfeil verwendet
werden, geknickt werden darf keine davon. Die Beschaffenheit der Kreuzungskante {a, b}
ergibt sich direkt aus der Beschaffenheit der Kante {b, z}. Daher ist es fiir eine eindeutige
Kennzeichnung der unterschiedlichen Félle ausreichend, ein Zeichen fiir die Beschaffenheit
dieser Kante zu verwenden. Dieses Zeichen wird gleichzeitig die Kennzeichen fiir die Be-
schaffenheit der Kanten {u,z} und {v,x} trennen: links davon stehe rot({u,x}y,), rechts
davon rot({v, z}4,). Es gibt drei Moglichkeiten:
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3.2. Untersuchung der beiden Kreuzungskanten

Fall 1: |rot({b,z})| = 0 — Sdmtliche Knicke der Kreuzungskante {a, b} liegen auf der Kante
{a,x}, es folgt also rot({a,z}s ) < —3. Somit muss die Kante {a, 2} geglittet werden. Wir
kennzeichnen diesen Fall durch das Zeichen ”|”.

Fall 2: rot({b,x}4,) > 1 — Die Kreuzungskante {a, b} ist auf beiden Seiten des Kreuzungs-
knoten x in dieselbe Richtung geknickt. Somit muss mindestens eine der beiden Kanten
{a,z} und {b,z} geglittet werden. Wir kennzeichnen diesen Fall durch das Zeichen ”|”.

Fall 3: rot({b,x}4,) < —1 — Die Kreuzungskante {a,b} weist Knicke in unterschiedliche
Richtungen auf. Es muss mindestens eine der beiden Kanten {a,z} und {b,z} geglittet
werden. Wir kennzeichnen diesen Fall durch das Zeichen ”|.”

Abbildung|3.3|zeigt die drei unterschiedlichen Fille anhand eines Beispiels mit drei Knicken
auf der Kreuzungskante {a,b}. Da wir zunéchst iiber die Kreuzungskante {u,v} keine
Aussage treffen, wird diese in der Abbildung und der Kennzeichnung nur angedeutet.

TE] —J’a —éa
i 9 bil 9 fi a1
T x x
f2 g2 f2 g2 f2 g2
°b % %
(a) (1): ..].. (b) (2): ..|.. (€) (3):..]..
Abbildung 3.3: Die drei Fille der Kreuzungskante {a, b} — einer der Pfeile muss verwendet
werden.

3.2.2 Beschaffenheit der Kreuzungskante {u, v}

Die Anzahl der Knicke auf der Kreuzungskante {u, v} muss nicht reduziert werden, sie darf
im Gegenteil sogar erh6ht werden, solange dadurch nicht ihre Flexibilitét verletzt wird. Die
Kanten {u, z} und {v, z} diirfen also geknickt werden, falls danach weiterhin | rot({u, 2})[+
|rot({v,z})| < 2 gilt. Wir verzichten dabei bewusst auf weitere Einschréinkungen, insbe-
sondere darf {u,v} auch in zwei unterschiedliche Richtungen geknickt werden. Wir diirfen
die Kanten also auch derart knicken, dass die Bedingung rot({v,z},) - rot({u,z}s) > 0
verletzt wird. In Abhéingigkeit von der Beschaffenheit der Kanten {u, z} und {v, 2} ergeben
sich also folgende Félle:

Fall a: |rot({v,z})| = |rot({u,z})| = 0, d.h. keine der beiden Kanten hat einen Knick.
Beide Kanten diirfen ohne Einschrénkung in beide Richtungen geknickt werden. Abbil-
dung zeigt die giiltigen Operationen. Da wir tiber die Kreuzungskante {a, b} hier keine
Aussage treffen, wird diese nur angedeutet.

Fall b: |rot({v,x})| + |rot({u,z})| = 1, d.h. eine der beiden Kanten hat einen Knick, die
andere keinen. Es diirfen nicht beide Kanten gleichzeitig geknickt werden. Ansonsten sind
alle Operationen erlaubt. Abbildung zeigt die giiltigen Operationen in den jeweiligen
Varianten, die Art der Pfeile stellt die Abhéngigkeiten dar.

Fall ¢: max(|rot({v,x})|, | rot({u,x})|) = 2, d.h. eine der beiden Kanten hat zwei Kni-
cke, die andere keinen. Die geknickte Kante darf gegliattet werden. Ist dies der Fall, darf
die andere Kante geknickt werden. Abbildung zeigt die giiltigen Operationen in den
jeweiligen Varianten, die Art der Pfeile stellt die Abhéngigkeiten dar.
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3. Graphen mit einem einzelnen Kreuzungsknoten

Ry
Vs

Abbildung 3.4: Fall a - Samtliche Pfeile diirfen verwendet werden.

4 A ¥ 4/ |
/ VA /7 \
/ fi g1 v /1 fi g1 \
/ v I \
t —+—o0 o—+— }

(c) —1..0 (d) 0. — 1

Abbildung 3.5: Fall b - Nur einer der gestrichelten Pfeile darf verwendet werden.

Fall d: |rot({v,z})| = |rot({u,z})] = 1, d.h. jede der beiden Kanten hat genau einen
Knick. Jede der beiden Kanten darf geglittet werden. Wird eine der Kanten geglittet,
darf die andere Kante geknickt werden. Abbildung zeigt die giiltigen Operationen in
den jeweiligen Varianten, die Art der Pfeile stellt die Abhéingigkeiten dar. Man beachte,
dass die beiden Varianten rechts nur dann auftreten kénnen, wenn zuvor bereits eine Kante
geknickt wurde, durch eine entsprechende Operation in einem der Fille a, b oder c.

3.2.3 Giiltige reduzierende Kreise

Wir wollen nun die Kreuzungskante {a, b} glitten, ohne dabei die Kreuzungskante {u, v}
zu sehr zu knicken. Wir suchen also einen giiltigen Kreis im Dualgraph zum Graph G, der
mindestens einen der in den Féllen 1 bis 3 vorgestellten reduzierenden Pfeilen enthélt, und

» ‘«
/ fi g1 f g1 \
T : % °u T
LOU \ f2 g2 fo g2 / 01;
y R

.. . » .
Fou / f g1 fi g1 \ Oﬂ
T % T :.. T
\ f2 g2 L fa g2 /
Cy <

(c) —2..0 (d) 0.. — 2

Abbildung 3.6: Fall ¢ - Die gepunkteten Pfeile diirfen nur verwendet werden, wenn der
durchgezogene Pfeil der anderen Kante ebenfalls verwendet wird.
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3.2. Untersuchung der beiden Kreuzungskanten

4
/ f g1

(c) —1..—1 (d) 1.. -1

Abbildung 3.7: Fall d - Die gepunkteten Pfeile diirfen nur verwendet werden, wenn der
durchgezogene Pfeil der anderen Kante ebenfalls verwendet wird.

hochstens jene Pfeile aus den Fillen a bis d, die verwendet werden diirfen. Im Allgemeinen
wird ein solcher Kreis nicht ausschliefllich aus diesen Pfeilen bestehen, und somit nicht
ausschliellich die zum Kreuzungsknoten x inzidenten Facetten umfassen. Der Verlauf des
Kreises ausserhalb dieser vier Facetten wird zunéichst aber nicht betrachtet. Innerhalb
der vier Facetten nennen wir die erste zum Kreis zugehorige Facette den Eingang, die
letzte zugehorige Facette den Ausgang. Fiir einen Kreis mit Eingang f und Ausgang g
schreiben wir C(f, g). Abbildung 3.8| zeigt ein Beispiel fiir den Eingang und Ausgang eines
reduzierenden Kreises. Man beachte, dass es vorkommen kann, dass ein reduzierender Kreis
zwel Einginge und zwei Ausgénge hat. In diesem Fall behandeln wir den Kreis aber wie
zwei getrennte Kreise.

[ o]

a

Abbildung 3.8: Ein reduzierender Kreis C(f1, g2).

Um die Anzahl der Kreise, die wir untersuchen miissen, moglichst gering zu halten, unter-
suchen wir zunéchst, aus welchen Pfeilen ein giiltiger reduzierender Kreis bestehen kann.
Die Kanten des Dualgraphen G* kénnen im Allgemeinen in jede der beiden Richtungen
gerichtet werden. Fiir jede der zum Kreuzungsknoten x inzidenten Kanten gibt es also zwei
mogliche Pfeile dieser Kante, die wir im Folgenden Rechtspfeil und Linkspfeil nennen.

Definition 3.1 (Rechtspfeil und Linkspfeil). Ein Rechtspfeil bzw. Linkspfeil ist ein Pfeil,
fiir den der Kreuzungsknoten = in der Orthogonalen Zeichnung rechis bzw. links der Pfeil-
richtung liegt.

Diese Unterscheidung ist inbesondere deshalb niitzlich, weil ein reduzierender Kreis nur
entweder Rechtspfeile oder Linkspfeile enthalten kann, wie das folgende Lemma zeigt.
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3. Graphen mit einem einzelnen Kreuzungsknoten

Lemma 3.2. Ein reduzierender Kreis kann nicht sowohl Rechtspfeile als auch Linkspfeile
enthalten.

Beweis. Sei C ein reduzierender Kreis, der sowohl einen Rechtspfeil als auch einen Links-
pfeil enthélt. Sei der Rechtspfeil ohne Beschrankung der Allgemeinheit der Pfeil der Kante
{a,z} von f; nach g;. Da ein reduzierender Kreis notwendigerweise einfach ist, kann C' in
jeder Facette nur einen eingehenden Pfeil und einen ausgehenden Pfeil haben. Daher kann
der enthaltene Linkspfeil nicht zu den Facetten f; oder g; inzident sein, es muss sich also
um den Linkspfeil der Kante {b,z} von fs nach g» handeln. Dann muss es also im Kreis
C einen gerichteten Pfad von der Facette g; zur Facette f» geben, und einen gerichteten
Pfad von der Facette go zur Facette fi. Abbildung veranschaulicht dies.

Abbildung 3.9: Ein reduzierender Kreis kann nicht sowohl Rechtspfeile als auch Linkspfeile
enthalten.

Nun ist aber bekannt, dass im Dualgraph G* die zu den Facetten fi, f2, g1 und g2 dualen
Knoten auf dem Rand derselben Facette liegen. In diese Facette ldsst sich also auch ein
Knoten 7 einfiigen, der zu den vier genannten Knoten adjazent ist. Dann bilden diese
fiinf Knoten aber mit den genannten Pfaden und Kanten den vollstéindigen Graph K, der
bekanntlich nicht planar ist. Die beiden Pfade von g; nach fs und von go nach f; miissen
sich also kreuzen, woraus folgt dass ein solcher einfacher Kreis C nicht exisitieren kann. [

Somit kénnen wir die reduzierenden Kreise danach kategorisieren, ob sie Rechtspfeile oder
Linkspfeile enthalten.

Definition 3.3 (Rechtskreis und Linkskreis). Ein reduzierender Kreis heisst Rechtskreis
bzw. Linkskreis, falls er einen Rechtspfeil bzw. Linkspfeil enthdlt.

3.2.4 Fallaufziahlung

Die Kombination der moglichen Félle fiir die Kreuzungskanten {a,b} und {u,v} ergibt
die in den Abbildungen [3.10} [3.11 und [3.12] aufgefithrten unterschiedlichen Varianten. Die
Einschrénkungen an die zu verwendenden Pfeile und reduzierenden Kreise ergeben die
ebenfalls dort aufgefithrten moglichen Kreise. Anschlielend werden wir untersuchen, unter
welchen Umsténden die gefundenen Kreise existieren. Dabei lassen sich mehrere Fallen mit
derselben Vorgehensweise 16sen, wie sich im Verlauf des Kapitels zeigen wird. Dementspre-
chend ergibt sich eine Gruppierung der unterschiedlichen Félle nach den Losungsansétzen.
Zur Erhohung der Ubersichtlichkeit ist die entsprechende Nummer der Gruppe, zu der ein
Fall gehort, unter den einzelnen Abbildungen angegeben, gemeinsam mit der Kennzeich-
nung des Falls.
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3.2. Untersuchung der beiden Kreuzungskanten

(m) (1b): 0] — 1, Gruppe D

(e) (2b): 1

,_
=
()
—
=1
=)
i)
@
oS}

(h) (2b): —1]0, Gruppe B

(n) (2b): 0| —1, Gruppe B

(0) (3b): 0]

NI

71§

(f) (3b): 1]0, Gruppe E

NI

0, Gruppe A

3\
|/

o—J

(1) (3b): 0]1, Gruppe A

o]

7

Lo

N

1, Gruppe E

Abbildung 3.10: Aufzéhlung der unterschiedlichen Varianten der Félle a und b.
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3. Graphen mit einem einzelnen Kreuzungsknoten

N/
N/

(a) (1c): 2|0, Gruppe C (b) (2¢): 2|0, Gruppe G (c) (3¢): 2|0, Gruppe F

.
A

[e;

(d) (1c): —2/|0, Gruppe D (e) (2¢): —2]0, Gruppe G (f) (3¢): —2]0, Gruppe A
£ % K
N N dh
& N NIE
! RN o
(g) (1c): 02, Gruppe G (h) (2¢): 012, Gruppe E (i) (3¢c): 0]2, Gruppe A
[ N N
| ] | ] | ]

(j) (1c): 0] — 2, Gruppe F (k) (2¢): 0| -2, Gruppe B (1) (3¢): 0] — 2, Gruppe F

Abbildung 3.11: Aufzéhlung der unterschiedlichen Varianten des Falls c.
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3.2. Untersuchung der beiden Kreuzungskanten

(d) ( 71| — 1, Gruppe D

E
o

(2) (

1d): —11,

S [T

[e;

(§) (1d): 1] = 1, Gruppe F

() (2d): 1|

)—‘

, Gruppe B

(1) (3d): 1]

N

1, Gruppe F

Abbildung 3.12: Aufzéhlung der unterschiedlichen Varianten des Falls d.
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3. Graphen mit einem einzelnen Kreuzungsknoten

3.3 Losung der einzelnen Gruppen
3.3.1 Gruppe A

Varianten: 0]0, —1]0, 0]1, —2]0, 0] — 2, 1]1, —1| — 1, —1]1

Der (hier eindeutige) giiltige reduzierende Kreis enthélt ausschlielich Pfeile der zum Kreu-
zungsknoten z inzidenten Kanten. Somit weist er weder Eingénge noch Ausgéinge auf. Da
dieser Kreis unabhéngig von der Beschaffenheit der anderen Kanten des Graphen G stets
genutzt werden kann, um die Anzahl der Knicke auf der Kreuzungskante {a,b} zu redu-
zieren, ist dies in diesen Varianten stets moglich.

3.3.2 Gruppe B

Varianten: 00, —1|0, 0|1, —1|1, 0[0, 10, —1|0, 0|—1, 0| =2, —1|—1, —1|1, 1|—1

Laut Biedl und Kant lasst sich in jeder Orthogonalen Zeichnung eines planaren
Graphen die Anzahl der Knicke auf jeder Kante, die nicht auf der &ufleren Facette liegt, auf
zwei reduzieren. Daher gibt es in jedem planaren Graphen zu jeder Kante mit mehr als zwei
Knicken stets einen giiltigen reduzierenden Kreis. Wir betrachten den Graphen, den man
durch Entfernen der Kreuzungskante {u,v} erhilt. Wir entfernen also den Kreuzungs-
knoten x sowie alle dazu inzidenten Kanten und fiigen dafiir die Kreuzungskante {a,b}
(entsprechend der Beschaffenheit der Kanten {a, 2} und {b,z}) ein. Dadurch werden die
beiden Facetten f; und fy zusammengefasst zu einer Facette f, die beiden Facetten g7 und
g2 zu einer Facette g. Abbildung veranschaulicht die Vorgehensweise am Beispiel der
Variante —1/0.

—

fi g1 a

<
TU /—\ 0, > u f g o

T \v
f2 g2

Abbildung 3.13: Ein giiltiger reduzierender Kreis sowie der entsprechende Kreis im Gra-
phen ohne die Kreuzungskante {u,v}.

Da dieser Graph planar ist, muss es in ihm einen giiltigen reduzierenden Kreis der Kreu-
zungskante {a, b} geben. Dieser Kreis muss als Eingang die Facette f haben und als Aus-
gang die Facette g. Nun erhélt man aus diesem Kreis einen geeigneten giiltigen reduzie-
renden Kreis im urspriinglichen Graphen, indem man den Pfeil der Kreuzungskante {a, b}
ersetzt durch ein bis drei geeignete Pfeile der zum Kreuzungsknoten x inzidenten Kanten.
Dieser Kreis hat folglich als Eingang eine der beiden Facetten fi, fo und als Ausgang eine
der beiden Facetten g1, go. Alle vier Kreise, die dieser Eigenschaft geniigen, sind in sédmt-
lichen Varianten der Gruppe B erlaubt. Somit ist es in diesen Varianten stets moglich, die
Anzahl der Knicke auf der Kreuzungskante {a,b} zu reduzieren.

3.3.3 Gruppe C

Variante: 2|0

Da die Kante {a,z} mehr als zwei Knicke hat, gibt es stets einen giiltigen reduzierenden
Kreis dieser Kante. Dabei ist jedoch nicht garantiert, dass dieser Kreis nicht auch Pfeile der
anderen zum Kreuzungsknoten z inzidenten Kanten enthilt. Wir suchen also stattdessen
einen giiltigen reduzierenden Kreis der Kante {a, x}, der keinen dieser Pfeile enthélt, also
einen Kreis C(f1, g1). Der gesuchte Kreis im Dualgraph G* entspricht dann einem Schnitt
im Primalgraph G, der den Knoten a von den drei Knoten u, v und b trennt. Genauer
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3.3. Losung der einzelnen Gruppen

gesagt soll a (sprich die zum Knoten a duale Facette) links des Kreises liegen, wihrend
die anderen drei zum Kreuzungsknoten x adjazenten Knoten (sprich die zu ihnen dualen
Facetten) rechts davon liegen. Abbildung zeigt zwei mogliche Kreise am Beispiel der
Variante 2(0.

Abbildung 3.14: Zwei mogliche giiltige reduzierende Rechtskreise C'(f1,¢g1). In beiden Fél-
len liegt a links, u, v und b liegen rechts des Kreises.

Wir untersuchen also, unter welchen Voraussetzungen ein solcher reduzierender Kreis ein
giiltiger Kreis ist. Da wir diese Vorgehensweise 6fter anwenden werden, verallgemeinern
wir zunéichst. Sei z € {a,b,u,v} ein zum Kreuzungsknoten x adjazenter Knoten mit
|rot({z,x})| > 0. Sei die Menge {a,b,u,v} aufgeteilt in zwei nichtleere echte Teilmen-
gen R und L, wobei z € R falls der reduzierende Pfeil der Kante {z,z} ein Linkspfeil ist
und z € L, falls er ein Rechtspfeil ist. Betrachte nun die Menge C aller reduzierender Kreise
der Kante {z, z}, fiir die simtliche Knoten der Teilmenge R rechts des Kreises liegen und
sdmtliche Knoten der Teilmenge L links des Kreises. Abbildung veranschaulicht die
Aufteilung am Beispiel der Variante 0] 1.

—(La
f1 91
OU T
g
f2 X}U
%
Abbildung 3.15: Sowohl der Rechtskreis als auch der Linkskreis C(f1, g2) haben R = {b, u}

und L = {a,v}.

Betrachte nun fiir jedes Paar {r,l} mit » € R und | € L die Menge der Pfade von [ nach
r im Graph G. Jeder Kreis in C muss mindestens einen Pfeil einer Kante auf jedem dieser
Pfade enthalten. Falls es nun also einen Pfad in G gibt, auf dem die Pfeile aller Kanten
ungiiltige Pfeile sind, so kann es keinen giiltigen Kreis in C geben. Wir sprechen von einem
unknickbaren Pfad.

Definition 3.4 (Unknickbarer Pfad). Ein unknickbarer Pfad ist ein gerichteter Pfad, auf
dem jede Kante zwei Knicke hat, wobei die 90°-Winkel der Knicke auf der rechten Seite
des Pfades liegen.

Wir zeigen, dass auch die Umkehrung gilt.

Lemma 3.5. Ist jeder Kreis in C ein ungiiltiger Kreis, so gibt es einen unknickbaren Pfad
von einem Knoten | € L zu einem Knoten r € R.

Beweis. Betrachte die Menge L derjenigen Knoten, die von den Knoten der Menge L aus
durch unknickbare Pfade zu erreichen sind. Falls nun keiner der Knoten der Menge R in
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3. Graphen mit einem einzelnen Kreuzungsknoten

der Menge L enthalten ist, gibt es offenbar einen Schnitt, der die Mengen R und L (und
somit R und L) voneinander trennt. Betrachte nun die Menge jener Kanten, fiir die genau
einer der beiden inzidenten Knoten in der Menge L liegt. Die Pfeile dieser Kanten bilden
offensichtlich einen giiltigen Kreis in C, was der Voraussetzung widerspricht. O

Dies fiihrt direkt zu einer hinreichenden Bedingung fiir die Existenz des gesuchten giiltigen
reduzierenden Kreises:

Korollar 3.6. Fulls fiir jedes Paar {r,l} mitr € R undl € L die Menge der Pfade von l
nach r keinen unknickbaren Pfad enthdlt, gibt es einen giiltigen Kreis in C.

Ob es einen giiltigen reduzierenden Kreis in C gibt oder nicht, héngt also davon ab, ob
es einen unknickbaren Pfad von L nach R gibt. Wir werden im folgenden zeigen, dass
die Existenz eines solchen unknickbaren Pfades wiederum von den Rotationen der zum
Kreuzungsknoten z inzidenten Kanten abhéngig ist. Da diese uns in den einzelnen Féllen
bekannt sind, konnen wir damit in jedem der Fille eine entsprechende Aussage treffen.

Wir untersuchen nun, welche konkrete Werte die Rotationen der Kanten {/,z} und {r,z}
(mit [ € L und r € R) haben miissen, damit es einen unknickbaren Pfad m;, geben kann.
Wir nehmen dazu an, es gébe diesen unknickbaren Pfad m; . Betrachte den Subgraph des
Graphen G, der von diesem Pfad m; . sowie den zum Kreuzungsknoten x inzidenten Kanten
induziert wird. In diesem Graph gibt es nur eine innere Facette sowie die duflere Facette,
wobei der Pfad 7, sowie der Pfad 77, {iber den Kreuzungsknoten z auf dem Rand beider
Facetten liegen. Abbildung [3.16| zelgt ein entsprechendes Beispiel.

[ )
l=a
v
o)
i T v
U
r=b

Abbildung 3.16: Der vom unknickbaren Pfad m; , sowie den zum Kreuzungsknoten x inzi-
denten Kanten induzierte Subgraph anhand der Variante 1|0 mit | = a
und r = b.

Im Folgenden werden wir die Rotationen der Pfade m;, und 7, untersuchen. Wir geben
dabei die Rotationen in jener Facette an, die rechts der beiden Ptade liegt. Diese Facette
nennen wir im Folgenden ~. Abhingig von der Lage des Kreuzungsknotens = in Relation
zum Pfad m, ist v die innere oder die duflere Facette. Zur Unterscheidung fithren wir
analog zu den Begriffen Rechtspfeil und Rechtskreis den Begriff Rechtspfad ein.

Definition 3.7 (Rechtspfad und Linkspfad). Ein Rechtspfad bzw. Linkspfad ist ein un-
knickbarer Pfad, fir den der Kreuzungsknoten x in der Orthogonalen Zeichnung rechts
bzw. links des Pfades liegt.

Ist m;, ein Rechtspfad, so ist vy die innere Facette. Ist 7, hingegen ein Linkspfad, so ist
die &uflere Facette. Abbildung zeigte einen Rechtspfad und somit v als innere Facette.
Abbildung hingegen zeigt ein Beispiel fiir einen Linkspfad, so dass v die d&uflere Facette
ist.

Wir berechnen nun, welche Rotation der Pfad «* " haben muss, unter der Voraussetzung
dass es den unknickbaren Pfad 7, gibt. Dazu bestimmen wir die Rotation der Facette .
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3.3. Losung der einzelnen Gruppen

a Y
Tv,a
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Abbildung 3.17: Rechts des Linkspfades 7, , befindet sich im entsprechenden induzierten
Subgraph der Variante 0] — 1 die duflere Facette .

T

Diese setzt sich zusammen aus den Rotationen der Pfade m; , und 77, sowie den Rotationen
der Knoten 7 und [, an denen die beiden Pfade miteinander verkniipft sind.

Sei m die Anzahl der Kanten uaf dem Pfad m;,. Da dieser Pfad unknickbar ist, ist die
Rotation jeder dieser m Kanten 2. Die tragen somit 2m zur Rotation bei. Auf dem Rand
der Facette v liegen dann m + 2 Knoten, wobei die Rotation des Knoten = vorgegeben ist.

Wir berechnen die Rotationen der restlichen m+ 1 Knoten. Seien z; und z die von [ und r
verschiedenen zum Kreuzungsknoten x inzidenten Knoten, also {a,b,u,v} = {l,7, 21, 22}.
Liegt innerhalb der Facette v einer der Knoten z1, 22, so muss es in G einen Pfad von 7,
zu diesem Knoten geben, damit die zum Kreuzungsknoten x inzidenten Facetten paarweise
verschieden sind. Folglich muss einer der m + 1 Knoten in der Facette v einen Winkel von
mindestens 180° haben. Umgekehrt muss dieser Winkel auch dann eingehalten werden,
wenn 7y die duflere Facette ist und keiner der beiden Knoten z;, zo innerhalb von ~ liegt,
denn andernfalls wire die Facette v auch in G die duflere Facette. In beiden Féllen muss also
einer der m+1 Knoten in v die Rotation 0 oder —1 haben. Abbildung|3.18 veranschaulicht
die beiden Fille.

T e b
f1 g1 \ f1 9
u v

u X
f2 g2 / fa g2
/ Y
b

v b

8

Abbildung 3.18: Die Knoten auf dem Rand der Facette «v haben ausschliefilich 90°-Winkel.
Daher konnen links die Facetten f; und go nicht voneinander getrennt
sein, wiahrend rechts die Facette fo die duflere Facette ist.

Analog darf in einem der m + 1 Knoten der Winkel hochstens 180° betragen, falls mindes-
tens einer der beiden Knoten 21, zo ausserhalb der Facette v liegt. Dasselbe gilt, falls es
sich bei v um eine innere Facette handelt und keiner der beiden Knoten z;, z2 ausserhalb
liegt. In diesen beiden Féllen ergibt sich fiir einen der Knoten also eine Rotation von 0
oder 1. Abbildung veranschaulicht beide Fille.

Wir fassen diese vier Bedingungen zusammen. Vereinfacht ausgedriickt muss es mindestens
einen Knoten geben, der zum Inneren bzw. zum AuBeren der Facette eine freie Stelle
hat, falls dort einer der Knoten z1, zo liegt oder falls dort die duflere Facette ist. Zur
Formalisierung sei o die Rotation dieses dedizierten Knotens. Ist v die innere Facette und
liegt innerhalb dieser Facette weder z; noch za, so folgt o € [0, 1]. Ist v die &uBere Facette
und liegt ausserhalb weder z; noch zy, so folgt a € [—1,0]. In allen anderen Fillen muss
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3. Graphen mit einem einzelnen Kreuzungsknoten
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Abbildung 3.19: Die Knoten auf dem Rand der Facette v haben ausschliellich 270°-Winkel.
Daher konnen links die Facetten g; und g2 nicht voneinander getrennt
sein, wiahrend rechts die Facette g; die d&uflere Facette ist.

sowohl innerhalb der Facette + als auch ausserhalb ein 180°-Winkel liegen, so dass a =0
folgt.

Alle anderen Knoten, die auf dem Rand der Facette 7 liegen, diirfen einen beliebigen
Winkel haben, so dass die Rotation fiir jeden dieser Knoten € [—1, 1] liegt. Insgesamt tragen
diese m Knoten also [—m, m] zur Rotation bei. Gemeinsam mit dem oben ermittelten Wert
a sowie den Rotationen der Kanten auf dem Pfad 7, ergibt sich also: rot(7",) 4+ 2m +
[—m, m] + a = +4, mit +4 falls v die innere Facette ist und —4 falls v die duBere Facette
ist. Wir erhalten das folgende Korollar:

Korollar 3.8 (Rotation des Pfades T ). Seim, ein unknickbarer Pfad und m die Anzahl
der Kanten auf diesem Pfad. Dann gilt:
[3 —3m,4 —m], falls m, Rechtspfad und weder z1 noch zy rechts davon.

6(r®)) € [4 —3m,4 —m], falls 7, Rechtspfad und z und/oder zy rechts davon.

rot (7

it [—4 — 3m, —4 — m)|, falls 7, Linkspfad und z; und/oder zy rechts davon.
[—4 — 3m, —3 —m], falls m, Linkspfad und weder z1 noch zy rechts davon.

Wir erhalten direkt eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines unknickbaren Pfades

m,» der Lénge m.

Korollar 3.9 (Rotations-Korollar). Sei m =4 — 7¥,. Dann kann es keinen unknickbaren
Pfad m, geben, der mehr als m Kanten hat.

Es gibt also keinen unknickbaren Pfad 7., falls m < 0 ist. Ebenso gibt es diesen Pfad
nicht, falls m < 1 ist und {l,7} = {a,b} oder {l,r} = {u, v}, denn in diesem Fall muss der
Pfad 7, aus mindestens 2 Kanten bestehen.

Man beachte, dass sich das Rotations-Korollar aus der oberen Schranke fiir die Rechtspfade
ergibt. Die notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Linkspfades ist entsprechend
schirfer. Abbildung gibt eine Ubersicht dariiber, bei welchen Rotationen des Pfades
my, es einen unknickbaren Pfad m;, geben kann, nach der relativen Lage der Knoten [ und
r zueinander.

Mit Hilfe von Abbildung kénnen wir nun untersuchen, ob es in Variante 2|0 immer
einen giiltigen reduzierenden Kreis geben muss. Es gilt L = {a} und R = {u, v, b}. Damit
der gesuchte reduzierende Kreis giiltig ist, darf also keiner der drei Pfade g 4, 74 und
Ta,p unknickbar sein. Dies ist dann garantiert, wenn gilt rot(ny ,) > 3, rot(mj ) > 2 und
rot(wfj,a) > 3. Abbildung zeigt, dass alle drei Bedingungen stets erfiillt sind. Es gibt
also in der Variante 2|0 immer einen giiltigen Kreis C(f1, g1). Somit ist es in dieser Variante
stets moglich, die Anzahl der Knicke auf der Kreuzungskante {a, b} zu reduzieren.
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3.3. Losung der einzelnen Gruppen

Abbildung 3.20: Ist die Rotation rechts des Pfades w7, hochstens die in griin bzw. rot
angegebene Zahl, so ist die notwendige Bedingung fiir die Existenz eines
Rechtspfades bzw. Linkspfades 7, erfiillt.

S [BT

A
rot(my 4) >4 >3 rot(my ) >4 >3
x

0,
v

u

o

b

Abbildung 3.21: In der Variante 2|0 kann es keine unknickbaren Pfade geben, da die Pfade
iiber den Kreuzungsknoten x den entsprechenden Bedingungen geniigen.

Leider ist Variante 2|0 die einzige Variante, in der rot(; ,) > 3 gilt. In allen anderen Va-
rianten kann es also stets einen unknickbaren Pfad 7, . geben, weswegen dort die Existenz
eines giiltigen reduzierenden Kreises C'(f1, g1) nicht garantiert werden kann. Wir gehen da-
her im Folgenden davon aus, dass es diesen giiltigen reduzierenden Kreis tatsédchlich nicht
gibt und untersuchen in Abhingigkeit davon, ob es einen anderen giiltigen reduzierenden
Kreis gibt. Die Varianten 0| — 2 und 1| — 1 stellen wir dabei zunéchst zuriick, da in jenen
Fillen der Kreis C(f1,91) der einzige mogliche reduzierende Kreis ist. Wir werden sie in
Gruppe F betrachten.

3.3.4 Gruppe D

Varianten: 1|0, 0| — 1, —2/0, —1| — 1

Wir setzen nun wie gesagt voraus, dass es keinen giiltigen reduzierenden Kreis C(f1, g1)
gibt. Dies bedeutet aber nicht automatisch, dass es auch tatséchlich den unknickbaren Pfad
Tau gibt, da ja alternativ auch die unknickbaren Pfade 7, oder m,, existieren kénnten.
Damit wir also die Existenz des Pfades 7, , voraussetzen kénnen, miissen wir zusétzlich
fordern, dass es die Pfade m,; und 7, nicht geben kann. Laut Rotations-Korollar ist dies
dann der Fall, wenn rot(7j ,) > 2 und rot(7y ,) > 3 gelten. Um die Varianten der Gruppe
D zu erhalten iiberpriifen 7Wil“, welche Varianten diese beiden Bedingungen erfiillen. Die
erste Bedingung wird von sémtlichen Varianten x|y und z|y erfiillt, die zweite hingegen
nur von den Varianten x|y mit y < 0 sowie x|y und x|y mit y < —1. Lésst man dabei
jene Varianten aussen vor, die bereits in den Gruppen A bis C geldst wurden sowie die
Varianten, die in Gruppe F zuriickgestellt wurden, so erhilt man die vier Varianten 1|0,
0 -1, —2/0 und —1| — 1.

In diesen vier Varianten kann also vorausgesetzt werden, dass (falls es keinen giiltigen Kreis
C(f1,91) geben kann) der unknickbare Pfad 7, ,, existiert. In allen vier dieser Varianten ist
ein reduzierender Kreis C(f2, ¢1), mit L = {a,u} und R = {b, v} moglich. Wir untersuchen
also, ob es die unknickbaren Pfade 7, 74,0, Ty p und m, , geben kann. Wir wissen bereits,
dass es die unknickbaren Pfade m,, und m,; nicht gibt. Die Pfade m,; und 7, , wiirden
aber gemeinsam mit dem vorhandenen Pfad 7, , wiederum die Pfade 7, bzw. 7, , bilden,
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3. Graphen mit einem einzelnen Kreuzungsknoten

so dass es auch sie nicht geben kann. Abbildung veranschaulicht das Ganze anhand
der Variante 0| — 1.

Abbildung 3.22: Gibt es in der Variante 0] — 1 den unknickbaren Pfad 7,,, so kann es
die unknickbaren Pfade 7, und 7, , nicht geben, da es die unknickbaren
Pfade 7,3 und 74, nicht gibt.

Es gibt also in diesen vier Varianten falls es keinen giiltigen Kreis C'(f1, g1) gibt stattdessen
einen giiltigen Kreis C'(f2,¢1). Somit ist es in diesen Varianten stets moglich, die Anzahl
der Knicke auf der Kreuzungskante {a, b} zu reduzieren.

Um die Untersuchung der einzelnen Varianten zu vereinfachen, fithren wir ein Schema ein:
Wir untersuchen einen Pfad nach dem anderen, und halten fest, ob es diesen unknickbaren
Pfad gibt (3m) oder ob seine Existenz ausgeschlossen werden kann ( Am). Sobald wir fiir
einen reduzierenden Kreis gezeigt haben, dass es keinen entsprechenden unknickbaren Pfad
geben kann, kénnen wir folgern, dass es diesen reduzierenden Kreis stets gibt. Zusétzlich
zum bereits verwendeten Rotations-Korollar fithren wir dazu ein Korollar ein, das die
Vorgehensweise in Gruppe D wiederspiegelt.

Korollar 3.10 (Verkniipfungs-Korollar). 3m,, A A1 ry — Ay ry-

3.3.5 Gruppe E

Variante: 0|2

In dieser Variante kann es neben dem Pfad 7, , auch den Pfad 7, geben. Wenn wir also
voraussetzen wollen, dass es keinen Kreis C(f1, 1) gibt, miissen wir eine Fallunterschei-
dung machen, welcher dieser beiden Pfade existiert.

Es gilt also:
(a) Amgp - Rotations-Korollar mit I‘Ot(ﬂ'g’a) >3 -sm<1
(b) Amyp - Rotations-Korollar mit rot(n},) >

)

Fall 1: (Cl) /Elﬂ-a,uv (CQ) /Hﬂ-a,v
(a), (1), (¢2) = FC(f1,91)

Fall 2: (o) 3ma, (Abbildung [3.23)
(¢) Amyyp - Verkniipfungs-Korollar mit (), (a)

(a), (), (c) = 3C(f2, 92)

Fall 3: (1) Ao, (72) Imaw

(d) Amy. - Verkniipfungs-Korollar mit (y2), (71)
(@), (), (m), (d) = 3C(f1,92)

Es gibt also in der Variante 0|2 immer einen giiltigen Kreis C(fa2,g2), C(f1,92) oder
C(f1,91). Somit ist es in diesen Varianten stets moglich, die Anzahl der Knicke auf der
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Abbildung 3.23: Gibt es in der Variante 0|2 den Pfad 7, ,, so kann es den Pfad 7, ; nicht
geben, da es den Pfad 7,5 auf Grund der Rotation nicht gibt.

Kreuzungskante {a, b} zu reduzieren.

Variante: 0| — 1
In dieser Variante kann es zwar nicht den Pfad 7, , geben, wohl aber den Pfad 7, .
(a) Amg. - Rotations-Korollar mit rot(ﬂlgia) >4 —-m<0

Fall 1: (Cl) :/gﬂa,zu (CQ) :/Hﬁa,b
(a’)v (<1)7 (CQ) = Elc(flagl)

Fall 2: (o) 3mgy (Abbildung|[3.24)

(b) Amy, - Verkniipfungs-Korollar mit («), (a)

(c) Ampy - Es gilt rot(my ,) > 1 und rot(7y,) = 1. Somit kénnen die Pfade 74, und m,
(falls es letzteren gibt) keine Linkspfade séin, sondern lediglich Rechtspfade (vergleiche
Abbildung . Daher kénnen die Knoten v und a nicht links des Pfades m,,, liegen, die
Knoten b und v nicht links des Pfades 7, . Folglich miissen die beiden Pfade sich schnei-
den, in einem Knoten z. Dann bilden aber die Pfade 7, . und 7., einen Pfad m,,, was
laut (@) nicht moglich ist. Abbildung veranschaulicht die Situation.

(@), (b), (¢) = 3C(g2,91)

P

Abbildung 3.24: Gibt es in der Variante 0] — 1 den Pfad 7, so kann es keine Pfade nach
v geben, da es den Pfad 7, , nicht gibt.

Wir fassen die Beobachtung aus (c) in einem Korollar zusammen:
Korollar 3.11 (Schnitt-Korollar). 3m, », A (A, o V AWy ) — A1,y falls die Pfade

Tl Tla,re Sich schneidende Rechtspfade wdren.

Voraussetzung fiir die Nutzung des Schnitt-Korollars ist, dass die beiden sich schneidenden
Pfade keine Linkspfade sein konnen. Zur Vereinfachung betrachten wir, bei welchen Pfaden
es sich iiberhaupt um Linkspfade handeln kann. Laut Abbildung muss die Rotation
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3. Graphen mit einem einzelnen Kreuzungsknoten

des Pfades iiber den Kreuzungsknoten x dafiir stark negativ werden kénnen. Die Fille, in
denen dies der Fall ist, lassen sich aufzihlen.

Korollar 3.12 (Linkspfad-Korollar). Die folgenden Pfade (und nur diese) kénnen Links-
pfade sein:

Die Pfade mit r = a (also Ty q, T q und m,4) in allen Varianten.

Die Pfade mit r =b und | # a (also m,p und m,yp) in allen Varianten der Form x|y.

Die Pfade mitl =b und r # a (also mp,, und m,,) in allen Varianten der Form x|y.
Folglich miissen alle anderen unknickbaren Pfade Rechtspfade sein.

Fall 3: (B1) Arau, (B2) Imap
(d) Ay - Schnitt-Korollar mit (B2), (a)
(e) Amy, - Verkniipfungs-Korollar mit (B2), (a)

(a), (d), (¢) = 3C(g2,91)

Es gibt also in der Variante 0| — 1 immer einen giiltigen Kreis C(f1,g1) oder C(g2,91). So-
mit ist es in dieser Variante stets moglich, die Anzahl der Knicke auf der Kreuzungskante
{a,b} zu reduzieren.

Variante: 1|0
In dieser Variante kann es alle drei Pfade von a geben, zudem verhindern die Rotationen
keine relevanten Pfade. Daher fallt die folgende Fallunterscheidung etwas komplexer aus.

Fall 1: (C1) Brau, (G2) Arap, (3) Araw
(€1),(C2), (G3) = 3C(f1,91)

Fall 2: (1) 3mgu, (v2) Imaw

(a1)—(as) Ambas Altuas Albw, A - Laut Rotations-Korollar mit rot(ry; ,) > 2 — m < 2
kann der Pfad m,, hochstens zwei Kanten haben. Da der Pfad 7, , mindestens zwei Kan-
ten haben muss, kann der Pfad 7, , nicht Teil des Pfades 7, , sein. Entsprechend hat der
Knoten a mindestens Grad 3. Abbildung veranschaulicht die Situation. Auf Grund
der Rotation des Pfades 7y , iiber den Kreuzungsknoten z miissen die beiden Knoten a
und v ihre 180°- bzw. 270°-Winkel in der Facette g; haben. Dann kann aber keine weitere
Kante von ausserhalb der Facette g; auf einen dieser beiden Knoten treffen, weswegen es

die vier genannten Pfade nicht geben kann.
(a1) — (a4) = 3C(g2, f1)

Abbildung 3.25: Gibt es in der Variante 1|0 die Pfade 7, ,, und 7, ,, so kann es keine Pfade
nach a oder nach v geben.

Fall 3: (Ml) 37Ta7u, (MQ) /3%,@, (/Lg) E|7Ta7b
(b) Amy, - Verkniipfungs-Korollar mit (g1), (12)
(¢) Ampy - Schnitt-Korollar mit (1), (p2)
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3.3. Losung der einzelnen Gruppen

(12), (b), (¢) = 3C (g2, 91)

Fall 4 (Oél) aﬂa,u, (Oéz) /EI’/Ta,v, (043) /Hﬂa,b
(d) Amy, - Verkniipfungs-Korollar mit (a1), (a2)
(e) Amyyp - Verkniipfungs-Korollar mit (o), (a3)

(a2), (@3), (d), (e) = 3C(f2,91)

Fall 5.’ (,81) /Hﬂ'a,w (52)371’@,5
(f) Amyy - Verkniipfungs-Korollar mit (52), (81)
(9) Amya - Schnitt-Korollar mit (82), (51)

(1), (), (9) = IC(f1, f2)

Fall 6: ('Yl) /Hﬂ-a,ua (72) /Elﬂ-a,b’ (73) E|7ra,v
(h) Amy - Verkniipfungs-Korollar mit (v3), (1)
(j) Amyp - Verkniipfungs-Korollar mit (v3), (72)

(1), (2), (d), (e) = IC(f1, 92)

Es gibt also in der Variante 1|0 immer einen der sechs oben aufgefiihrten giiltigen Kreise.
Somit ist es in dieser Variante stets moglich, die Anzahl der Knicke auf der Kreuzungskante
{a, b} zu reduzieren.

3.3.6 Gruppe F

Varianten: 0| —2 und 1| — 1

In diesen beiden Varianten gibt es ausser dem Kreis mit Eingang f; und Ausgang ¢; keinen
weiteren giiltigen reduzierenden Kreis. Dessen Existenz kann aber nicht garantiert werden.
Stattdessen werden wir in diesen beiden Varianten die Anzahl der Knicke auf der Kante
{v, 2} reduzieren, ohne dabei die Anzahl der Knicke auf den anderen zum Kreuzungskno-
ten x inzidenten Kanten zu erhdhen. Dadurch reduzieren wir zwar nicht die Anzahl der
Knicke auf der Kreuzungskante {a,b}, wir erhalten aber die Varianten 0| — 1 bzw. 1|0,
bei denen dies bekanntlich stets erreicht werden kann, und lésen das Problem auf diesem
Umweg.

Es gilt wie in Gruppe D:
(a) Amg, - Rotations-Korollar mit rot(,
(b) Amayp - Rotations-Korollar mit rot(my

IV v
o
1
3
A
[S—y

Fall 1: () B
(a), (b),(¢) = 3C(f1,91)

Fall 2: (o) 3mg, Abbildung[3.26]

(d) Amp, - Schnitt-Korollar mit («), (a)

(e) Amyw - Verkniipfungs-Korollar mit (), (a)
(a), (d), (¢) = 3C(g2,91)

Falls es also in den Varianten 0| — 2 und 1| — 1 keinen giiltigen Kreis C'(f1,91) gibt, so
gibt es zumindest einen Kreis C(g2, g1). Dieser reduziert in dieser Variante zwar nicht die
Anzahl der Knicke auf der Kreuzungskante {a, b}, wir erhalten iiber ihn aber die Varianten
0] — 1 bzw. 1|0. Da es in diesen Varianten stets moglich ist, die Anzahl der Knicke auf der
Kreuzungskante {a, b} zu reduzieren, gilt dies auch fiir die Varianten 0| — 2 und 1| — 1.

Varianten: 0] —2und 1| — 1
Diese beiden Varianten haben im Gegensatz zu den Varianten 0| —2 und 1| — 1 zwar einen
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3. Graphen mit einem einzelnen Kreuzungsknoten
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Abbildung 3.26: Gibt es in der Variante 0| — 2 den Pfad 7,4, so kann es keine Pfade nach
v geben. Damit existiert in diesem Fall der reduzierende Kreis, der die
Variante 0| — 2 umwandelt in die stets 16sbare Variante 0| — 1.

weiteren moglichen reduzierenden Kreis, doch auch dessen Existenz kann im Allgemeinen
nicht garantiert werden. Daher wenden wir hier das selbe Verfahren an wie oben: wir wan-
deln die beiden Varianten um in die stets losbaren Varianten 0] — 1 und 1]0.

Es gilt lediglich:
(a) Ama, - Rotations-Korollar mit rot(ry ) > 5 —m < —1

Fall 1: (Cl) /Elﬂ-a,fm (CZ) /Elﬂ'a,b
(@), (€1), (¢2) = 3C(f1,91)

Fall 2: (o) 3mgu

(b) Amp, - Schnitt-Korollar mit («), (a)

(¢) Amy, - Verkniipfungs-Korollar mit (a), (a)
(a)7 (b)7 (C) = 30(92791)

Fall 3: (B1) Brau, (B2) Imap
(d) Amy, - Verkniipfungs-Korollar mit (52), (a)
(e) Amyw - Schnitt-Korollar mit (52), (a)

(a), (d), (¢) = 3C(g2,91)

Falls es also in den Varianten 0] — 2 und 1| — 1 keinen giiltigen Kreis C(f1,g1) gibt,
so erhalten wir zumindest die Varianten 0| —1 bzw. 1|0. Da es in diesen Varianten stets
moglich ist, die Anzahl der Knicke auf der Kreuzungskante {a, b} zu reduzieren, gilt dies
auch fiir die Varianten 0] — 2 und 1]0.

Variante: 2|0

Obwohl diese Variante grundsétzlich anders aufgebaut ist als die vier anderen Varianten
der Gruppe F, verwenden wir hier eine dhnliche Vorgehensweise: Wir reduzieren die An-
zahl der Knicke auf der Kreuzungskante {u,v} und erhalten so eine andere Variante, die

stets 16sbar ist. Diesmal verwenden wir aber die Kante {u, z} und erhalten so die Variante
1]0.

Es gilt:
(a) Amp,, - Rotations-Korollar mit rot(w;’f’b) >4 —-m<0

Fall 1: (Cl) Eﬂaﬂu (<2) /Hﬂa,b
(a), (€1), (¢2) = 3C(f1,91)

Fall 2: (o) 3mgu
(b) Amp.q - Schnitt-Korollar mit («), (a)
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3.3. Losung der einzelnen Gruppen

(¢) Amp - Schnitt-Korollar mit («), (a)
(a), (b), (c) = 3C(g2, f2)

RN

o

Abbildung 3.27: Gibt es in der Variante 2|0 den Pfad m, 4, so kann es keine Pfade von b
geben.

Fall 3: (Bl) /Hﬂ'a,uv (52) E|7Ta,b
(d) Amp,, - Verkniipfungs-Korollar mit (f2), (51)
(€) Bmy - Schuitt-Korollar mit (52), (51)

(1), (d), (e) = 3C(f1, f2)

Falls es also in Variante 2|0 weder einen giiltigen Kreis C(f1, 1) noch einen giiltigen
Kreis C(g2, f2) gibt, so erhalten wir zumindest die Variante 1|0. Da es in dieser Variante
stets moglich ist, die Anzahl der Knicke auf der Kreuzungskante {a, b} zu reduzieren, gilt
dies auch fiir die Variante 2 |0.

3.3.7 Gruppe G

Die fiinf Varianten der Gruppe G sind mit unseren bisherigen Voraussetzungen nicht 16sbar,
weil es Pfade gibt, die simtliche moglichen reduzierenden Kreise und sémtliche Kreise, die
eine Umwandlung in eine andere Variante (wie in Gruppe F) verhindern. Abbildung
zeigt fiir jede Variante ein entsprechendes Beispiel.
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Abbildung 3.28: Die fiinf Varianten der Gruppe G mit sémtlichen reduzierenden Kreisen
und den unknickbaren Pfaden, die diese Kreise verhindern.

Man beachte, dass jeweils einer der in Abbildung dargestellten unknickbaren Pfade
aus nur einer einzelnen Kante besteht. Tatséichlich werden wir zeigen, dass jede der Vari-
anten losbar wird, wenn als zusétzliche Bedingung gefordert wird, dass jeder unknickbare



3. Graphen mit einem einzelnen Kreuzungsknoten

Pfad aus mindestens zwei Kanten besteht. Wir fordern also im folgenden, dass die zum
Kreuzungsknoten x adjazenten Knoten untereinander paarweise nicht adjazent sind. Dies
ist eine naheliegende Forderung, da in vielen Anwendungen eine Proximitét dieser Knoten
nicht vorkommen kann.

Varianten: 1|1 und 2|0

)

(a) Amau - Rotations-Korollar mit rot(ry; ,) >3 —m <1
(b) Amap - Rotations-Korollar mit rot(my,) >3 = m <1
(¢) Amg. - Rotations-Korollar mit rot(n} ,) >3 —-m <1
(

a), (b), (¢c) = 3C(f1,91)

Es gibt also in den Varianten 1|1 und 2|0 immer einen giiltigen Kreis C(f1,g1), vor-
ausgesetzt der Knoten a ist nicht adjazent zu den Knoten v und u. Somit ist es in diesen
Varianten unter dieser Voraussetzung stets moglich, die Anzahl der Knicke auf der Kreu-
zungskante {a, b} zu reduzieren.

Variante: —2|0

(a) Amayp - Rotations-Korollar mit rot(ry,) >3 —m <1
(b) Amanw - Rotations-Korollar mit rot(my,) >3 — m <1
Fall 1: () Amau

(@), (0),(O) = 3C(f, 1)

Fall 2: (o) 3mgu

(¢) Amyyp - Verkniipfungs-Korollar mit (), (a)
(d) Amy, - Verkniipfungs-Korollar mit («), (b)
(a), (), (¢), (d) = 3C(f2, 91)

Es gibt also in der Varianten —2[0 immer einen giiltigen Kreis C'(f1,g1) oder C(f2,g1),
vorausgesetzt die Knoten a und v sind nicht adjazent zueinander. Somit ist es in dieser
Variante unter dieser Voraussetzung stets moglich, die Anzahl der Knicke auf der Kreu-
zungskante {a, b} zu reduzieren.

Varianten: 0|2 und 1|1
(a) Amqp - Rotations-Korollar mit rot(nf )

)

(b) Amyp - Rotations-Korollar mit rot(7} )

)

Fall 1: (C1) BAmau, (C2) Amap
(a), (C1), (¢2) = 3C(f1,91)

Fall 2: (o) Imgu
(¢) Amyyp - Verkniipfungs-Korollar mit («), (a)
(@), (b), (¢) = 3C(f2,92)

Fall 3: (1) Ao, (72) Imaw
(d) Amy., - Verkniipfungs-Korollar mit (y2), (71)

(@), (0), (1), (d) = 3C(f1,92)

Es gibt also in den Varianten 0|2 und 1|1 immer einen giiltigen Kreis C(f1,91), C(f2,92)
oder C(f1,g2), vorausgesetzt die Knoten v und b sind nicht adjazent zueinander. Somit
ist es in diesen Varianten unter dieser Voraussetzung stets moglich, die Anzahl der Knicke
auf der Kreuzungskante {a, b} zu reduzieren.
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3.4 Zusammenfassung

Wir haben gezeigt, dass es np-flex-Instanzen mit genau einem Kreuzungsknoten und glo-
baler Flexibilitdt 2 gibt, die nicht l6sbar sind. Gleichzeitig haben wir aber gezeigt, dass
alle Instanzen 16sbar sind, wenn man als zusétzliche Einschriankung fordert, dass die zum
Kreuzungsknoten = adjazenten Knoten untereinander paarweise nicht adjazent sind.

Wihrend also im planaren Fall jede feste Einbettung eines Graphen so gezeichnet werden
kann, dass jede Kante héchstens zwei Knicke hat, ist dies im nichtplanaren Fall nicht ohne
weiteres moglich. Zudem haben wir demonstriert, dass die Betrachtung der Flexibilitaten
von Kreuzungskanten einen echten Mehraufwand gegeniiber dem planaren Fall erfordern.
In Kapitel [4| werden wir untersuchen, wie sich dieser Mehraufwand im Allgemeinen aus-
wirkt.
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4. Graphen mit multiplen
Kreuzungsknoten

Wir betrachten nun Planarisierungen, die mehr als einen Kreuzungsknoten besitzen. Zu-
néchst untersuchen wir, in welchen Fillen keine Oberschranke fiir die benotigte Flexibilitét
einer Kante angegeben werden kann. Anschlieflend zeigen wir, dass np-flex im Allgemeinen
NP-schwer ist, selbst in jenen Fillen, die in planaren Graph in Linearzeit 16sbar sind. Dazu
stellen wir zunéchst ein modifiziertes Flussnetzwerk vor, in dem es genau dann einen Fluss
gibt, wenn die zugehorige np-flex-Instanz 16sbar ist.

4.1 Kanten mit unbeschriankter Anzahl an Knicken

Zun#chst betrachten wir einige Fille, in denen keine obere Schranke fiir die Anzahl der
benstigten Knicke auf einer Kante angegeben werden kann. Abbildung zeigt den Fall,
dass zwei Kanten sich gegenseitig fiinfmal kreuzen.

-

Abbildung 4.1: Kreuzen zwei Kanten sich fiinfmal, so muss eine der beiden mindestens vier
Knicke haben, beide zusammen miissen mindestens acht Knicke haben.

)

)

Offensichtlich erzwingt die Tatsache, dass sich zwei Kanten mehrfach kreuzen, dass diese
Kanten eine gewisse Anzahl von Knicken benétigen. Wir erhalten das folgende Lemma.

Lemma 4.1. Kreuzen sich zwei verschiedene Kanten n mal, so miissen sie zusammen
mindestens 2n — 2 Knicke haben.

Beweis. Gegeben sei eine Planarisierung, in der sich zwei Kanten mindestens zweimal tref-
fen. Betrachte den Subgraphen dieser Planarisierung, der lediglich aus den beiden Kreu-
zungskanten und ihren Kreuzungsknoten besteht. Betrachte nun eine innere Facette. Auf
ihrem Rand liegen genau zwei Kantensegmente und genau zwei Kreuzungsknoten. Jeder

35



4. Graphen mit multiplen Kreuzungsknoten

Kreuzungsknoten triagt zu der Facette die Rotation 1 bei, so dass auf den beiden Kan-
tensegmenten zusammen genau zwei Knicke liegen miissen, entweder zwei auf einer der
beiden und keiner auf der anderen, oder je ein Knick auf jedem der Kantensegemente.
Hat der Graph n Kreuzungsknoten, so gibt es n — 1 derartige innere Facetten. Auf den
angrenzenden Kantensegmenten miissen also genau 2 - (n — 1) Knicke liegen. O

Somit ist es nicht moglich, eine obere Schranke fiir die benétigte Flexibilitdt aller Kanten
anzugeben, wenn sich zwei Kanten beliebig oft schneiden diirfen. Wir erhalten somit das
folgende Korollar.

Korollar 4.2. Diirfen sich zwei Kanten beliebig oft schneiden, gibt es fiir jedes k € N eine
np-flex-Instanz mit einer Kante, deren Flexibilitdt mindestens k sein muss, damit diese
Instanz losbar ist.

Der Wert des obigen Korollars wird in jeder np-flex-Instanz erreicht, in der zwei Kanten
sich £ 4+ 1 mal schneiden. Unabhéngig von den Flexibilititen der Instanz gibt es hier
also Kanten, die zwangsweise eine bestimmte Anzahl an Knicken haben miissen. Somit
erfordern diese Kanten eine gewisse Flexibilitéit, damit die Instanz l6sbar ist. Da wir aber
derartige Einschrinkungen an die benétigte Flexibilitdt vermeiden wollen, gehen wir von
nun an davon aus, dass sich zwei Kanten in unseren Instanzen nur einmal schneiden konnen.

Doch auch dies ist nicht ausreichend, um zu verhindern, dass einige wenige Kanten dafiir
sorgen, dass eine bestimmte Kante eine gewisse Anzahl an Knicken haben muss, wie der
folgende Satz zeigt.

Satz 4.3. Fir jedes k € N gibt es eine np-flex-Instanz mit einer Kante, deren Flexibilitdt
mindestens k sein muss, damit diese Instanz losbar ist.

Beweis. Die schwarzen Kanten in Abbildung haben Flexibilitdt 0. Daher kann der
Knick der violetten Kreuzungskante nicht gegléittet werden. Die schwarzen Kanten bilden
also ein sogenanntes Gadget, das erzwingt, dass die Kreuzungskante, die dieses Gadget
kreuzt, einen Knick erhélt. Liegen nun mehrere derartige Gadgets auf derselben Kreu-
zungskante, so muss diese Kante folglich ebenso viele Knicke haben. Da es keine obere
Schranke fiir die Anzahl dieser Gadgets gibt, folgt die Behauptung.

gol

o

Abbildung 4.2: Der Knick auf der violetten Kreuzungskante kann nicht geglittet werden,
da die schwarzen Kanten Flexibilitéit 0 haben.

O

Man beachte, dass das Gadget nicht nur erzwingt, dass es einen Knick gibt, es bestimmt
auch die Richtung, in die dieser Knick gehen muss. Im vorliegenden Fall muss die Kreu-
zungskante (vom Betrachter aus gesehen) einen Linksknick machen, da sie das Gadget
iiber jene Kante verlassen muss, die links derjenigen Kante liegt, {iber die sie es betreten
hat.

Es sei erwéhnt, dass auch im planaren Fall mit Kanten der Flexibilitidt 0 eine Kante dazu
gezwungen werden kann, einen Knick zu haben, man betrachte beispielsweise ein einfaches
Dreieck. Im Gegensatz zu hier kann im planaren Fall aber dieser Fall nicht mehrmals fiir
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dieselbe Kante auftreten, so dass dort fiir jede Kante eine obere Schranke fiir die benttigte
Flexibilitdt angegeben werden kann. Im nichtplanaren Fall ist dies aber nicht moglich, da
eine Kreuzungskante beliebig viele der vorgestellten Gadgets durchlaufen kann.

Wir werden nun zeigen, dass es ein dhnliches Gadget auch dann geben kann, wenn es keine
Kanten mit Flexibilitdt 0 gibt.

Satz 4.4. Unter den np-flex-Instanzen, deren Kanten mindestens Flexibilitit 1 haben, gibt
es fir jedes k € N eine Instanz mit einer Kante, deren Flexibilitit mindestens k sein muss,
damit diese Instanz losbar ist.

Beweis. Man betrachte Abbildung Die linke Abbildung zeigt die grundlegende Situa-
tion, die violette Kreuzungskante hat zwei Knicke. Die Flexibilitéit aller schwarzen Kanten
sei 1. Die vier dufleren Kanten miissen zwangsweise wie in den drei Fillen angegeben
gezeichnet werden: soll eine davon gegliattet werden, muss dafiir eine der drei anderen
Kanten geknickt werden, was nicht moglich ist. Sollen nun die beiden Knicke auf der
violette Kreuzungskante geglittet werden, so miissen zwei iiberschiissige Flusseinheiten
verarbeitet werden. Dabei kann jede der inneren Kanten nur einmal geknickt werden, die
aufleren Kanten konnen nur dann geknickt werden, wenn sie gleichzeitig (auf der anderen
Seite der Kreuzungskante) geglittet werden. Somit verbleibt fiir jeden Knick nur genau
ein reduzierender Kreis.

L; | !
E= |

[e] [e]

Abbildung 4.3: Nur einer der beiden Knicke der violette Kreuzungskante kann geglittet
werden. Die beiden Graphen rechts zeigen den jeweils verbleibenden Knick.

Nun koénnen aber offensichtlich nicht beide reduzierenden Kreise gleichzeitig angewendet
werden. Somit muss einer der beiden Knicke verbleiben. Wir erhalten also wie zuvor ein
Gadget, das einen Knick auf dieser Kreuzungskante erzwingt. O

Man beachte dass auch hier die Richtung des Knicks vorgegeben ist. Wir werden nun
zeigen, dass es selbst dann noch ein derartiges Gadget geben kann, wenn man Flexibilitét
1 verbietet.

Satz 4.5. Unter den np-flez-Instanzen, deren Kanten mindestens Flexibilitdt 2 haben, gibt
es fiir jedes k € N eine Instanz mit einer Kante, deren Flexibilitit mindestens k sein muss,
damit diese Instanz losbar ist.

Beweis. Da Flexibilitdt 2 mehr Freiheitsgrade erlaubt als Flexibilitdt 1, ist das bendtig-
te Gadget deutlich komplexer als zuvor. Gleichzeitig gibt es mehrere Moglichkeiten, ein
derartiges Gadget zu realisieren. Abbildung [4.4] zeigt ein Beispiel.

Wir erldutern dieses Gadget genauer. Die linke Seite zeigt wie zuvor das Gadget im
Grundzustand, keine der inneren Kanten weist einen Knick auf. Die Flexibilitit siamt-
licher schwarzen Kanten sei 2. Die dufleren Kanten des Gadgets verfiigen iiber je zwei
Knicke, so dass sie nicht erneut geknickt werden konnen, es sei denn sie werden gleichzei-
tig gegléattet. Soll nun einer der Knicke auf der violette Kreuzungskante gegléttet werden,
so erhélt dadurch jene Facette, in der dieser Knick den 90°-Winkel hat, eine {iberschiissige
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4. Graphen mit multiplen Kreuzungsknoten
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Abbildung 4.4: Der gestrichelte reduzierende Pfeil kann nicht existieren, weil die Facette
die er verlisst keine Flusseinheit erhalten kann. Daher muss die violette
Kreuzungskante mindestens einen Fluss haben.

Flusseinheit. Anders als zuvor, wo die iiberschiissige Flusseinheit das Gadget verlassen
musste, damit sich ein reduzierender Kreis ergibt, kann die Flusseinheit nun auch erneut
die Kreuzungskante iiberqueren, wenn sie dadurch einen weiteren Knick gléttet.

Die in Abbildungl4.4] dargestellten reduzierenden Pfeile geben an, iiber welche Facetten der
iiberschiissige Fluss dabei geleitet werden muss. Die vier roten Pfeile sind dabei eindeutig,
denn den iiberschiissigen Fluss in die andere zur Auswahl stehende Facette zu geben ergibt
keinen Sinn. Man beachte dabei, dass eine der Kanten dadurch bereits zwei Knicke erhélt,
so dass tiber diese Kante kein weiterer reduzierender Pfeil gehen kann. Dies hat zur Folge,
dass die beiden griinen Pfeile festgelegt werden, was wiederum dazu fithrt dass zwei weitere
Kanten ihren zweiten Knick erhalten. Dadurch ergibt sich wiederum automatisch die Lage
der drei orangefarbenen Pfeile.

Dadurch wird aber nun offensichtlich, dass die beiden Facetten rechts aussen nicht in der
Lage sind, zwei Flusseinheiten fiir den roten gepunkteten Pfeil und den griinen Pfeil bereit-
zustellen. Folglich kann einer der beiden Knicke nicht gegldttet werden, in unserem Beispiel
der gepunktete rote Pfeil. Die schwarzen Pfeile geben an, wie die Flusserhaltungsbedin-
gung fiir die restlichen Fliisse sichergestellt werden kann, die rechte Abbildung zeigt den
Graphen, wie er nach Anwendung der entsprechenden Gléattungen aussieht. Auch dort ldsst
sich leicht nachvollziehen, dass der verbleibende Knick nicht geglidttet werden kann. O

Wir erhalten ein Korollar, das deutlich macht, dass sich np-flex von herkémmlichem flex-
draw unterscheidet.

Korollar 4.6. Unter den np-flex-Instanzen, deren Kanten mindestens Flexibilitdt 2 haben,
gibt es Instanzen, die nicht ldsbar sind.

4.2 Das nplex-Flussnetzwerk

In Kapitel 3| haben wir die Anzahl von Knicken auf den Kreuzungskanten untersucht,
indem wir ausgenutzt haben, dass fiir alle anderen Kanten des Graphen zwei Knicke aus-
reichend sind. Dies ist leider nicht mdoglich, sobald es mehrere Kreuzungsknoten gibt, da
nicht garantiert werden kann, dass fiir das Glatten einer Kreuzungskante nicht eine an-
dere Kreuzungskante geknickt werden muss. Daher verwenden wir stattdessen das bereits
angesprochene Flussnetzwerk nach Tamassia [Tam87], um np-flex in Planarisierungen mit
mehreren Kreuzungsknoten zu 16sen.
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Wir betrachten zun#chst ein Flussnetzwerk fiir den herkémmlichen Fall eines planaren
Graphen G. Der Fluss soll dabei jenen Rotationen entsprechen, die die Facetten unterein-
ander durch die Knicke der Kanten austauschen und die von den Knoten zu den Facetten
beigetragen werden. Entsprechend enthélt der Graph, auf dem das Flussnetzwerk operiert,
die Knoten des Graphen G sowie einen Knoten fiir jede Facette des Graphen G. Die Kan-
ten entsprechen den zu den urspriinglichen Kanten dualen Kanten sowie Kanten zwischen
Knoten und Facetten, die im Graph G benachbart sind. Anstelle ungerichteter Kanten
verwenden wir dabei jeweils zwei entgegengesetzt gerichtete Kanten.

Nun werden mit den Flusseinheiten also Rotationen in die einzelnen Facetten getragen.
Wie wir in Kapitel 2| gezeigt haben, muss die Summe der Rotationen einer Facette +4
oder —4 betragen, je nachdem ob es sich um eine innere oder die duflere Facette handelt
(vergleiche mit Abbildung [2.1). Um dies auch hier zu gewiihren, miissen also die inneren
Facetten einen Bedarf von +4 erfiillen, die &uflere Facette einen Bedarf von —4.

Mit diesen Einschréankungen ldsst sich also aus jedem giiltigen Fluss dieses Flussnetzwerks
eine entsprechende Orthogonale Zeichnung konstruieren. Momentan gibt es dabei aber
noch keine Begrenzung fiir die Anzahl der Knicke auf einer Kante, da die Kanten des
Flussnetzwerks keine Kapazititsbeschrinkung haben. Wir setzen nun daher fiir jede Kante
des urspriinglichen Graphen die Kapazitit der zu ihr dualen Kante des Flussnetzwerks auf
den Wert der Flexibilitdt der Kante. Somit sichern wir, dass jede Kante des Flussnetzwerks
nur so viele Flusseinheiten {iber die zu ihr duale Kante trégt, wie deren Flexibilitdt an
Knicken gestattet. Abbildung zeigt ein Beispiel.
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Abbildung 4.5: Ein planarer Graph mit Flussnetzwerk und giiltigem Fluss: die Anzahl der
Pfeile entspricht der Anzahl der Flusseinheiten auf dieser Kante.

Wir wollen dieses Flussnetzwerk nun derart erweitern, dass auch die Flexibilitdten der
Kreuzungskanten berticksichtigt werden. Sei dazu G die Planarisierung eines nichtplana-
ren Graphen. Wir fithren nun sogenannte Biindelkapazititen ein, also zusétzliche gemein-
same Kapazitidtsbedigungen fiir jene Kantenbiindel, die die Kantensegmente der einzelnen
Kreuzungskanten darstellen. Dies ldsst sich nicht mit einem herkémmlichen Flussnetzwerk
realisieren, sondern stellt eine zuséitzliche Bedingung dar.

Wir fassen formal zusammen: sei N = (G',¢,d) das Flussnetzwerk der Planarisierung
G, mit G’ = (V', E') als jenem Graph, auf dem das Flussnetzwerk operiert. Dabei sei die
Knotenmenge V/ = VU F zusammengesetzt aus den Knoten und Facetten des Graphen G,
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4. Graphen mit multiplen Kreuzungsknoten

die Kantenmenge E' = E, U E; zusammengesetzt aus den Kanten des Dualgraphen: Ey =
{(f,9)e (g, fle | f,g € F inzident zu e € E} sowie den Kanten, die jeden Knoten mit den
Facetten verbindet, auf dessen Rand er liegt: E, = {(f,v), (v, f) | v € V inzident zu f €

Die Kapazititsbedingung ¢ : B/ — Ny ist eine Abbildung der Kanten des Graphen G’ auf
die natiirlichen Zahlen, die fiir die Dualkanten den Wert der entsprechenden Flexibilitéit
annimmt (also c(ef) = flex(e) Vey € Ey dual zu e € E), fiir die Kanten von Knoten zu
Facetten den Wert 1 (also c(ey) = 1Ve, = (v, f) € B, : f € Fy,v € V) und fur die Kanten
von Facetten zu Knoten den Wert 2 (also c(e,) = 2Ve, = (f,v) € E,: f e F,u e V).

Man beachte dabei, dass die Kapazititsbedingung fiir die Kanten in E; definiert ist iiber
die Flexibilitat der entsprechenden dualen Kante der Planarisierung. Folglich ist sie genau
dort undefiniert, wo auf den Planarisierungskanten auch die Flexibilitdt undefiniert ist:
auf den Kantensegmenten. Denn die Kantensegmente haben keine eigene Flexibilitét, sie
diirfen beliebig viele Knicke haben, solange dadurch nicht die Flexibilitit der Kreuzungs-
kante verletzt wird, zu der sie gehoren. Daher haben auch im Flussnetzwerk die zu den
Kantensegmenten dualen Kanten keine eigene Kapazitdtsbedingung. Stattdessen haben sie
gemeinsam mit den zu den anderen Kantensegmenten derselben Kreuzungskante dualen
Kanten eine Biindelkapazitit, die der Flexibilitdt der Kreuzungskante entspricht.

Der Bedarf d : V' — Nj ist eine Abbildung der Knoten des Graphen G’ auf die natiir-
lichen Zahlen, die fiir innere Facetten den Wert 4 annimmt (also d(f) = 4Vf € F :
f ist innere Facette in G), fiir die dulere Facetten den Wert —4 (also d(f) = —4 Vf €
F : f ist dquflere Facette in G) und fiir Knoten einen Wert in Abhéingigkeit vom Grad des
Knotens im Graph G (d(v) =4 — 2 - grad(v) Yv € V).

Ein giiltiger Fluss im Flussnetzwerk N ist eine Abbildung f : E/ — Ny von den Kanten
des Graphen G’ auf die natiirlichen Zahlen, die folgende Bedingungen erfiillt:

1.: fiir alle e € E' : f(e) < c(e). (Kantenkapazitét)
2 firallev e V' : Y v flu,v) =3 cpr fu,u) = d(v). (Flusserhaltung)
Damit auch die Kreuzungskanten hochstens zwei Knicke haben, fordern wir zusétzlich:
3.: fiir alle Kreuzungskanten e, € E : 2o (fg)ed(es) [ (f29) < flex(ez).  (Biindelkapazitit)
Dabei ist ®(e,) die Menge jener Kanten in E’, die dual sind zu den Kantensegmenten der
Kreuzungskante e,.

Man beachte, dass es dabei moglich ist, dass sowohl eine Kante als auch ihre Gegenkante
einen Fluss tragen. Dies ist jedoch nicht zielfiihrend, da es im Fall einer Kante aus Ey
bedeuten wiirde, dass die Kante Knicke in entgegengesetzter Richtung hat, und im Fall
einer Kante aus F,, dass der Knoten zwei unterschiedliche Winkel in der angrenzenden
Facette hat. Stattdessen betrachten wir daher den Nettofluss iiber diese beiden Kanten,
also jenen Fluss, der tatséchlich zwischen diesen beiden Knoten des Flussnetzwerks aus-
getauscht wird. Wir erhalten ihn, indem wir den niedrigeren Fluss vom hoheren Fluss
abziehen und den niedrigeren Fluss anschliefend auf 0 setzen. Danach gilt also fiir alle

(u,v) € E' : min{ f(u,v), f(v,u)} = 0.

In jedem herkommlichen Flussnetzwerk mit ausschliefilich ganzzahligen Kapazititen gibt
es einen maximalen Fluss, der ebenfalls ausschliellich ganzzahlige Werte hat. Leider kon-
nen wir diese Eigenschaft nicht mehr garantieren, wenn wir die Biindelkapazitéiten hinzu-
nehmen. Da wir jedoch auch weiterhin lediglich an ganzzahligen Fliissen interessiert sind,
weil die Rotationen stets ganzzahlig sein miissen, stellen wir diese Forderung hier manu-
ell: deswegen ist die Flussfunktion auf den natiirlichen Zahlen definiert. Es liegt also ein
ganzzahliges Flussnetzwerk vor.
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4.2. Das nplex-Flussnetzwerk

Auf diese Weise konnen wir also zu jeder np-flex-Instanz ein Flussnetzwerk konstruieren.
Wir nennen dieses Flussnetzwerk folglich das zu dieser np-flex-Instanz zugehorige np-flex-
Flussnetzwerk.

Satz 4.7. In dem zu einer np-flex-Instanz zugehorigen np-flex-Flussnetzwerk gibt es genau
dann einen giltigen Fluss, wenn die np-flex-Instanz losbar ist.

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus der Konstruktion des Flussnetzwerks: eine Flussein-
heit entspricht der Rotation, die die Kanten bzw. Knoten zu den ihnen angrenzenden
Facetten beitragen. Die Kapazititen wurden so gewahlt, dass sie den Flexibilitdten der
kreuzungsfreien Kanten entsprechen, die Biindelkapazitéiten so, dass sie den Flexibilitdten
der Kreuzungskanten entsprechen. Abbildung veranschaulicht den Satz.
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Abbildung 4.6: Eine Planarisierung mit Flussnetzwerk und giiltigem Fluss: die Anzahl
der Pfeile entspricht der Anzahl der Flusseinheiten auf dieser Kante. Die
duflere Facette wird nur angedeutet. Die blauen, roten und orangefarbenen
Kanten haben jeweils gemeinsame Biindelkapazitét.

O]

Natiirlich ldsst sich auch ein Flussnetzwerk mit Biindelkapazitdten konstruieren, die nicht
zugehorig sind zu einer np-flex-Instanz, zum Beispiel indem man ein herkémmliches Fluss-
netzwerk nimmt und fiir zwei beliebige Kanten eine beliebige Biindelkapazitdt angibt.
Ein solches Flussnetzwerk ohne zugehorige np-flex-Instanz nennen wir verwaistes np-flex-
Flussnetzwerk.

Jedes herkommliche Flussnetzwerk ldsst sich als Lineares Programm beschreiben, was das
Finden eines giiltigen Flusses auf einfache Weise ermoglicht, allerdings in suboptimaler
Zeit. Dazu werden die Kanten des Flussnetzwerks zu Variablen des LPs, die Kantenka-
pazitit und die Flusserhaltung werden zu Bedingungen des LPs. Als Optimierungsziel
verwendet man eine einfache Dummyfunktion.

Auch die von uns hinzugefiigten Biindelkapazitidten lassen sich problemlos als Bedingun-
gen des LPs formulieren. Allerdings miissen wir auch hier fordern, dass die Variablen aus-
schlieSlich ganzzahlige Werte annehmen, es handelt sich also um ein ganzzahliges lineares
Problem oder ILP. Die np-flex-Flussnetzwerke lassen sich also nicht wie ein herkémmliches
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4. Graphen mit multiplen Kreuzungsknoten

LP in polynomieller Zeit 16sen, das Losen von ILPs ist grundsétzlich zundchst NP-schwer.
Tatséchlich werden wir im néchsten Kapitel anhand von Beispielgraphen das Laufzeitver-
halten der ILPs von np-flex-Flussnetzwerken untersuchen.

4.3 Komplexitatsbeweis

Mit Hilfe des np-flex-Flussnetzwerks konnen wir nun die Komplexitdt von np-flex unter-
suchen. Wir fithren zunichst eine Reduktion des 3SAT-Problems auf das Finden eines
giiltigen Flusses im np-flex-Flussnetzwerk durch, um zu zeigen, dass dies NP-schwer ist.
Wir verwenden dabei aber zunéchst ein verwaistes np-flex-Flussnetzwerk, und stellen so-
mit zunéchst keine direkte Verbindung zu np-flex her. Um dies zu beheben, betrachten wir
anschlieBend eine Variante des 3SAT-Problems, die weiterhin NP-schwer ist. Wir fithren
eine Reduktion jenes Problems auf ein np-flex-Flussnetzwerk durch und stellen schliellich
die zu diesem Flussnetzwerk zugehorige np-flex-Instanz vor, und zeigen somit, dass np-flex
NP-schwer ist.

4.3.1 3SAT als np-flex-Flussnetzwerk

Wir stellen ein np-flex-Flussnetzwerk vor, in dem es genau dann einen giiltigen Fluss gibt,
wenn es eine giiltige Variablenbelegung in einer zugehérigen Instanz des 3SAT-Problems
gibt.

Satz 4.8. Das Finden eines Flusses im np-flex-Flussnetzwerk ist NP-schwer.

Beweis. Das 3SAT-Problem ist ein Entscheidungsproblem der boolschen Algebra. Es gilt
zu entscheiden, ob es zu einem gegebenen boolschen Ausdruck eine Belegung der Variablen
gibt, welche den Ausdruck wahr werden liasst. Der boolsche Ausdruck ist dabei die Kon-
junktion einer Reihe von Klauseln, welche wiederum die Disjunktion von je drei paarweise
verschiedenen Literalen sind. Seien x1, ..., x, die n Variablen und 1, ...,y die k Klauseln.
Dann ist jede Klausel y; die Disjunktion von drei Literalen paarweise verschiedener Varia-
blen, wobei ein Literal einer Variable entweder identisch mit dieser Variable ist oder deren
Negation. Ein Beispiel wire der Ausdruck (z1 V @3V x4) A (T2 V 23V T5) A (23 V 24 V T5).

Wir stellen nun zu einer beliebigen 3SAT-Instanz ein verwaistes np-flex-Flussnetzwerk
vor, in dem es genau dann einen giiltigen Fluss gibt, wenn es eine Belegung der Variablen
mit den Werten 0 und 1 gibt, fiir welche die Konjunktion der Klauseln (und somit der
Ausdruck) den Wert 1 annimmt. Dazu bilden wir fiir jede Variable x; zwei Pfade z; und &;
der Lénge k, iiber welche genau dann ein Fluss flielen soll, falls das entsprechende Literal
den Wert 1 bzw. den Wert 0 annimmt. Damit nur iiber einen der beiden Pfade ein Fluss
fliessen kann, verbinden wir die beiden Pfade mit einem Knoten fiir die Variable x;, welche
einen Bedarf von —1 hat, so dass sie genau eine Flusseinheit abzugeben hat. Das Ende
der beiden Pfade verbinden wir ebenso mit einer gemeinsamen Senke mit Bedarf 1. So
lasst sich nun jeder giiltige Fluss des Flussnetzwerkes interpretieren als Zuweisung der n
Literale zu den Werten 0 und 1.

Nun fiigen wir die Klauseln y1, ..., y5 der Reihe nach in Form von Biindelkapazitidten hinzu
wie folgt: ist das Literal x; in der Klausel y; enthalten, so fiige die j-te Kante des Pfades z;
dem Kantenbiindel E; hinzu. Ist hingegen das Literal &; enthalten, fiige die j-te Kante des
Pfades x; hinzu. Auf diese Weise besteht also jedes Kantenbiindel E; aus genau drei Kan-
ten, wobei durch jede dieser Kanten genau dann ein Fluss fliesst, wenn das entsprechende
Literal die Klausel y; nicht erfiillt. Nun setzen wir die Kapazitit c; jedes Kantenbiindels E;
auf den Wert 2. Durch die Biindelkapazitiat wird also gefordert, dass hichstens zwei dieser
Kanten einen Fluss fithren, so dass mindestens eines der Literale, welches die Klausel y;
erfiillt, belegt sein muss. Abbildung illustriert ein Beispiel mit n = 4 und k = 4.
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Abbildung 4.7: Die 3SAT-Instanz (z1V @2V x3) A (21 VZ3Vxg) A(x2 V3V ag) A(T1 VeV
x4) als Flussnetzwerk. Die Kanten gleicher Farbe haben eine gemeinsame
Biindelkapazitdt von 2. Ein giiltiger Fluss wiirde beispielsweise iiber die
Pfade z1, x3, Jjg und z} flieBen. Dies entspricht der giiltigen Belegung
x1 Nxo NT3 N\ 24.

Somit gibt es in diesem np-flex-Flussnetzwerk genau dann einen giiltigen Fluss, wenn es
eine Belegung der Variablen gibt, fiir die die zugehorige 3SAT-Instanz wahr wird. Da das
Finden einer solchen Belegung aber NP-schwer ist, folgt die Behauptung. O

Das in diesem Beweis verwendete np-flex-Flussnetzwerk ist wie erwidhnt verwaist, denn es
kann keine zugehorige np-flex-Instanz geben: jene Kanten, die hier einer gemeinsamen Biin-
delkapazitit gehorchen miissen, kénnen nicht tatséchlich einer gemeinsamen Kreuzungs-
kante angehoren. Dafiir miissten die Kanten paarweise auf dem Rand einer gemeinsamen
Facette liegen. Die Biindelkapazitdten sind so gesehen willkiirlich gewéhlt.

4.3.2 Planares monotones 3SAT als np-flex-Flussnetzwerk

Ein gegebener boolscher Ausdruck lésst sich als Graph darstellen, in dem jedes Literal und
jede Klausel ein Knoten ist. Jede Klausel ist dabei verbunden mit ihren drei Literalen, und
die beiden Literale, die zur selben Variable gehoren sind ebenfalls verbunden. Ist dieser
Graph planar, so spricht man von einem planaren Ausdruck. Einen Ausdruck, in dessen
Klauseln stets alle drei Literale entweder positiv oder negativ sind, nie jedoch gemischt,
nennt man monotonen Ausdruck, wenn zusétzlich alle Klauseln mit positiven Literalen auf
einer Seite der Variablen liegen und alle Klauseln mit negativen Literalen auf der anderen
Seite. Abbildung zeigt ein Beispiel fiir die Klauseln eines boolschen Ausdrucks, der
sowohl planar als auch monoton ist.
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Abbildung 4.8: Die Klauseln eines planaren monotonen boolschen Ausdrucks des 3SAT-
Problems.
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4. Graphen mit multiplen Kreuzungsknoten

Laut deBerg und Khosravi [dBK09] ist das Finden einer giiltigen Belegung im 3SAT-
Problem auch dann noch NP-schwer, wenn alle zugelassenen boolschen Ausdriicke monoton
und planar sind. Man spricht in diesem Fall von planarem monotonen 3SAT.

Analog zur Vorgehensweise beim regulidren 3SAT kénnen wir nun zu einem gegebenen pla-
naren monotonen Ausdruck ein zugehoriges np-flex-Flussnetzwerk erstellen, wobei durch
die Planaritdt und die Monotonie jene Kanten, die zu einem Kantenbiindel gehéren, nahe
beieinander liegen. Das einzige Problem hierbei ist jene Kante, die das Ende der Pfade
der einzelnen Literale mit der gemeinsamen Senke der beiden Literale derselben Variable
verbindet. Diese Kante kann nicht in jedem Fall so gelegt werden, dass sie nicht zwischen
zwei Kanten eines Kantenbiindels verlduft. Wir nehmen daher zu jedem Kantenbiindel
die drei Senkenkanten der drei enthaltenen Literale hinzu, und setzen die Biindelkapa-
zitdt auf 4 anstatt auf 2. Da iiber die Kantensenke genau dann ein Fluss lduft, wenn
auch iiber die entsprechende Kante des Literals ein Fluss lduft, erfiillt dies weiterhin die
Bedingung, dass die Biindelkapazitéit genau dann verletzt wird, wenn keine der drei Va-
riablen die Klausel erfiillt. Abbildung zeigt als Beispiel das zu Abbildung gehorige
np-flex-Flussnetzwerk.
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Abbildung 4.9: Das np-flex-Flussnetzwerk der obigen planaren monotonen 3SAT-Instanz.
Die Kanten gleicher Farbe haben eine gemeinsame Biindelkapazitit von 4.

4.3.3 Die zugehorige np-flex-Instanz

Wir zeigen nun, welche Form eine Planarisierung haben muss, damit sie zum soeben vor-
gestellten np-flex-Flussnetzwerk zugehorig ist und zeigen so, dass np-flex NP-schwer ist.

Satz 4.9. np-flex ist NP-schwer.

Beweis. Zunéchst bendtigen wir ein weiteres Gadget, das die Zuweisung der Variablen
iibernimmt: Aus diesem Gadget soll genau eine einzelne Flusseinheit abgegeben werden,
entweder nach unten, oder nach oben. Dies erreichen wir mit einer Facette, die zu fiinf
Knoten inzident ist, wobei jeder Knoten in dieser Facette einen 90°-Winkel haben muss.
Die einfachste Moglichkeit, dies sicherzustellen, ist allen Knoten den Grad 4 zu geben,
durch Anhingen von einfachen Briicken. Damit die dadurch enstehende iiberschiissige
Flusseinheit iiber eine der beiden Kanten abgegeben wird, die dual sind zum Beginn des
Literal-Pfades, setzen wir die Flexibilitat der drei anderen Kanten der Facette auf 0. Ebenso
benutzen wir 0-Knick-Kanten, um die Literalpfade voneinander abzutrennen sowie um die
Senken-Kanten von den Hinfluss-Kanten zu trennen. Die Senke wiederum realisieren wir
als Facette mit genau 3 Knoten und einer 0-Knick-Kante, so dass eine Flusseinheit {iber
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Abbildung 4.10: Das Gadget zur Realisierung einer Variablen mitsamt den dazugehorigen
Literal-Pfade, sowie die Orthogonalen Zeichnungen der beiden Schaltzu-
stdnde. Die durchgezogenen Kanten haben Flexibilitdt 0. Die iiberschiis-
sige Flusseinheit der 5-Knoten-Facette muss auf dem griinen oder dem
roten Pfad in die 3-Knoten-Facette fliessen.

eine der beiden anderen Kanten hineinfliessen muss. Abbildung zeigt das gesamte
Gadget einer Variablen.

Nun miissen lediglich die Gadgets derart passend zusammengefiigt werden, dass die zu
den geforderten Kantenbiindeln dualen Kreuzungskanten korrekt gezeichnet werden kon-
nen. Man betrachte dazu in der linken Abbildung die beiden &ufleren Knoten des Gadgets:
der linke Knoten hat zwei inzidente Kanten mit Flexibilitdt 0, die Teil des Gadgets sind,
sowie zwei nicht ndher definierte Kanten, die auflerhalb des Gadgets liegen. Der rechte
Knoten hat zwei Kanten mit Flexibilitdt 1, die Teil des Gadgets sind, und zwei Kanten
mit Flexibilitdt 1, die Teil der Begrenzung des Pfades sind. Wir kénnen nun zwei Gad-
gets nebeneinander platzieren, indem wir den linken Knoten des rechten Gadgets als den
rechten Knoten des linken Gadgets verwenden: die beiden Kanten des rechten Gadgets
mit Flexibilitdt 0 werden so zu einem Teil der Begrenzung des Pfades des linken Gadgets,
entsprechend kommt auf dieser Begrenzung jeweils ein Knoten hinzu. Gleichzeitig wird
fiir die linke Begrenzung des rechten Pfades dieselbe Kante verwendet wie fiir die rechte
Begrenzung des linken Pfades. Endet einer der beiden Pfade, so liegt auch auf der Begren-
zung des anderen Pfades ein entsprechender Knoten zur Abtrennung. Aus Griinden der
Ubersichtlichkeit zeigt Abbildung ein vereinfachtes Beispiel.

Wir kénnen nun also zu jeder beliebigen planaren monotonen 3SAT-Instanz eine np-flex-
Instanz angeben, die genau dann losbar ist, wenn die 3SAT-Instanz 16sbar ist. Da fiir diese
Reudktion lediglich eine konstante Anzahl an Operationen fiir jede Variable und fiir jede
Klausel nétig ist, lduft sie in Polynomialzeit ab. Folglich ist np-flex NP-schwer, wenn es
Kanten mit Flexibilitdt 0 gibt. O

4.3.4 Verfeinerungen des Komplexititsbeweises

Eine der Forderungen im vorangegangenen Beweis war, dass der Graph iiber Kanten mit
Flexibilitdt 0 verfiigt. Wir haben jedoch in Satz gezeigt, dass wir in np-flex-Instanzen,
deren Kanten mindestens Flexibilitdt 2 haben, Kanten konstruieren kénnen, die gezwun-
genermafen {iber Knicke in eine gewisse Richtung verfiigen. Erzwingt man auf diese Weise
auf einer Kreuzungskante mit Flexibilitdt 2 direkt hintereinander zwei Knicke in entge-
gengesetzter Richtung, erhilt man eine gerade Kante, auf der es keinen weiteren Knick
geben darf. Diese Kante verhélt sich also in allen Belangen wie eine Kante mit Flexibilitéit
0. Abbildung veranschaulicht dies anhand des Gadgets zur Knickerzwingung unter
Flexibilitdt 1 aus Satz
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Abbildung 4.11: Der Graph, dessen zugehoriges np-flex-Flussnetzwerk genau dann einen
giiltigen Fluss hat, wenn die dargestellte planare monotone 3SAT-Instanz
eine Losung hat. Die Kreuzungskanten haben Flexibilitat 4.
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Abbildung 4.12: Anstelle einer Kante mit Flexibilitdat 0 verwenden wird eine Kreu-
zungskante mit Flexibilitat 2, die durch zwei entgegengesetzt knickende
Knickerzwingungs-Gadgets fiihrt.

Wiur kénnen also auch dann die fiir den Schwere-Beweis bendtigten Gadgets konstruieren,
wenn alle Kanten der np-flex-Instanz mindestens Flexibilitdt 2 haben, indem wir die in
den Gadgets benétigten Kanten mit Flexibilitdt O durch die soeben konstruierten Kanten
virtueller Flexibilitdat 0 ersetzen. Wir erhalten das folgende Korollar.

Korollar 4.10. np-flex ist auf Instanzen, deren Kanten mindestens Flexibilitdt 2 haben,
NP-schwer.

Die Kreuzungskanten, die wir zur Realisierung der Klauseln der 3SAT-Instaz verwendet ha-
ben, hatten 6 oder mehr Segmente und Flexibilitédt 4. Auch hier kénnen wir die Flexibilitéit
auf 2 senken, und zwar indem wir jede Kreuzungskante durch zwei einzelne Kreuzungskan-
ten ersetzten. Anstatt alle drei Literale der Klausel gleichzeitig miteinander zu vergleichen,
vergleichen wir das innere der drei Literale jeweils mit den beiden &ufleren. Wir fassen also
das linke Literal mit dem mittleren Literal zu einer Kreuzungskante mit Flexibilitét 2 zu-
sammen und das mittlere Literal mit dem rechten Literal ebenso. Damit es nun weiterhin
einen giiltigen Fluss gibt, wenn sowohl das mittlere Literal als auch eines der dufleren Li-
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terale erfiillt sind, geben wir fiir das mittlere Literal eine Ausweichmdoglichkeit vor. Diese
Ausweichmoglichkeit darf jedoch nicht sowohl auf dem Hinfluss als auch auf dem Riickfluss
verwendet werden, sondern nur auf einem der beiden Wege, da andernfalls ein Fluss durch
alle drei Literale moglich wire. Abbildung veranschaulicht diese Anforderung.

Abbildung 4.13: Anstelle einer Kreuzungskante mit Flexibilitéit 4 verwenden wir zwei
Kreuzungskanten mit Flexibilitdt 2. Das mittlere Literal muss dabei die
Moglichkeit haben, entweder auf dem Hinfluss oder auf dem Riickfluss der
entsprechenden Kreuzungskante auszuweichen.

Die Losung ist naheliegenderweise eine dritte Kreuzungskante, die die beiden anderen
Kreuzungskanten miteinander verbindet und die Flexibilitdt 1 hat. Auf diese Weise kann
nur entweder der Hinfluss oder der Riickfluss diese dritte Kante knicken, auf dem ande-
ren Weg muss dementsprechend die zugehorige urspriingliche Kreuzungskante verwendet
werden. Damit wir auch hier die Bedingung einhalten, dass alle Kanten mindestens Flexi-
bilitdt 2 haben, verwenden wir anstelle einer herkémmlichen Kante mit Flexibilitdt 1 eine
geknickte Kante mit Flexibilitdt 2, wobei wir den Knick mit Hilfe des Gadgets aus Satz
erzwingen. Dazu miissen wir natiirlich den Winkel an einem der zu dieser 1-Knick-
Kante inzidenten Knoten veréndern, was hier aber problemlos moglich ist. Abbildung
veranschaulicht die vier moglichen resultierenden Situationen.

Abbildung 4.14: Ist das Literal nicht aktiv, fliesst iiber keine der drei Kreuzungskanten ein
Fluss. Andernfalls ergeben sich genau die drei zuvor geforderten Moglich-
keiten fiir den Fluss, da die mittlere Kreuzungskante zusétzlich zu dem
erzwungenen Knick hochstens einen weiteren Knick haben kann.

Wir erhalten direkt ein weiteres Korollar.

Korollar 4.11. np-flex mit globaler Flexibilitdt 2 ist NP-schwer.

4.4 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben nun also gezeigt, dass np-flex selbst dann NP-schwer ist, wenn alle Kanten
mindestens Flexibilitdt 2 haben. Dies ist ein grofler Unterschied zum planaren Fall mit
freier Einbettung, wo nicht nur in fast allen Féllen eine Zeichnung mit h6chstens 2 Knicken
exisitert, sondern diese sogar leicht gefunden werden kann.
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4. Graphen mit multiplen Kreuzungsknoten

Man beachte dabei aber, dass die fiir die Konstruktion benétigten Gadgets aus Satz
Kreuzungskanten mit einer hohen Anzahl an Kreuzungsknoten erfordern. Bei zwei beno-
tigten Gadgets und 12 Kreuzungsknoten pro Gadget ergeben sich Kreuzungskanten mit
jeweils 24 Kreuzungsknoten. Da derartige Gadgets in Graphen aus der Praxis im Allge-
meinen nicht vorkommen diirften, ist die von uns vorgestellte Vorgehensweise trotz der
theoretischen Worst-Case-Laufzeit sicherlich praxistauglich. Um dies zu iiberpriifen, wer-
den wir das ILP in Kapitel |5 anhand von Beispielgraphen evaluieren.

Es bleibt zu untersuchen, ob eine Reduktion von np-flex auf ein NP-schweres Problem
auch dann noch méglich ist, wenn man die Benutzung der von uns vorgestellten Gadgets
untersagt, indem man die Anzahl der Kreuzungsknoten pro Kante stirker einschrinkt als
wir dies getan haben. Eine zukiinftige Untersuchung der Laufzeit sollte also neben der
Flexibilitdten der Kanten auch deren Anzahl an Kreuzungsknoten beriicksichtigen.
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Wir wollen nun die durchschnittliche Laufzeit des in Abschnitt vorgestellten ILPs zur
Losung des np-flex-Problems anhand von Beispielgraphen mit minimaler Flexibilitdt 1
evaluieren. Dabei wollen wir insbesondere untersuchen, wie viel schneller dieses lineare
Programm ist, wenn wir die Biindelkapazititen des npflex-Flussnetzwerks ignorieren und
somit eine Losung fiir eine planare Instanz suchen; denn dies ist bekanntlich in Polynomi-
alzeit moglich und kann somit als Referenz herangezogen werden dafiir, wie viel schwerer
np-flex in der Praxis ist als das herkémmliches flex-draw-Problem.

5.1 Erwartungshaltung

Wie wir in Abschnitt gezeigt haben, ist np-flex mit minimaler Flexibilitat 2 NP-schwer.
Folglich ist im worst-case damit zu rechnen, dass extrem lange Laufzeiten auftreten. Wie
wir aber ebenfalls in Abschnitt betont haben, setzte der Komplexititsbeweis die Exis-
tenz von Gadgets voraus, deren Auftreten in nicht speziell dafiir konstruierten Graphen
eher unwahrscheinlich ist. Somit ist zu erwarten, dass ein derartiger worst-case eher selten
auftritt, weswegen die Laufzeit unseres ILPs im Allgemeinen durchaus in fiir die Praxis
ertraglichem Rahmen liegen sollte.

Wir wollen nun also untersuchen, welche Laufzeit unser ILP auf verschiedenen Graphen
mit unterschiedlichen Flexibilititen hat, wollen dabei feststellen, von welchen Parametern
die Laufzeit abhéngt und kldren, in wie vielen Fillen denn nun tatséchlich Laufzeiten
auftreten, die erheblich viel hoher sind als im planaren Fall.

Dabei ist zu erwarten, dass die Laufzeit stark von der Flexibilitdt der Kanten abhingt:
Sind die Flexibilitdten zu hoch, so ist das Finden einer passenden Zeichnung trivial. Sind
sie hingegen deutlich zu niedrig, kann schnell festgestellt werden, dass eine Losung nicht
existieren kann. Daher betrachten wir im Laufe der Evaluation unterschiedliche Flexibili-
tdten in Abhéngigkeit von der Anzahl der Kreuzungsknoten auf den Kanten.

5.2 Gestaltung der Versuchsreihen

Die Komplexitdt von np-flex rithrt aus der Notwendigkeit, bei der Verteilung der fiir die
Zeichnung notwendigen Knicke nicht nur die Flexibilitdt herkommlicher planarer Kanten
betrachten zu miissen, sondern zusétzlich auch die moéglichen Verteilungen der Knicke auf
die Kantensegmente der einzelnen Kreuzungskanten. Folglich wird die benétigte Laufzeit
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5. Evaluation des Linearen Programms

mit der Anzahl der Kreuzungskanten steigen, insbesondere mit der durchschnittlichen An-
zahl der Kreuzungsknoten auf den Kreuzungskanten.

Wir wollen daher zwei unterschiedliche Arten von Graphen betrachten: Graphen, auf denen
nur wenige der Kanten Kreuzungskanten sind auf der einen Seite und Graphen, bei denen
die meisten Kanten Kreuzungskanten sind auf der anderen Seite.

Um eine Verfélschung der Ergebnisse zu vermeiden wollen wir die Planarisierungen der
Graphen aber nicht manuell konstruieren. Stattdessen verwenden wir zufillig generier-
te Graphen mit Maximalgrad 4 und lassen diese vom Open Graph Drawing Framework
(OGDF) [CGJT12], einer Bibliothek zur Zeichnung von Graphen, mittels der von Gutwen-
ger und Mutzel erstellten Heuristiken planarisieren. Auf diese Weise erhalten wir
natiirliche, praxisrelevante Einbettungen zufélliger nichtplanarer Graphen.

Dabei hingt die Anzahl der Kreuzungskanten direkt von der Dichte des Graphen ab: je
mehr Kanten es in Relation zur Anzahl der Knoten gibt, desto hoher ist naheliegender-
weise die Anzahl der Kreuzungsknoten, die fiir eine Planarisierung notwendig sind. Wir
verwenden daher einen diinn besiedelten Graphen zur Erstellung der Planarisierungen mit
wenigen Kreuzungskanten und einen dicht besiedelten Graphen zur Erstellung der Plana-
risierungen mit vielen Kreuzungskanten.

Fiir jede dieser Klassen von Graphen lassen wir 20 unterschiedliche nichtplanare einfache
Graphen mit Maximalgrad 4 generieren, wobei wir die Anzahl der Knoten und Kanten des
Graphen vorgeben. Andere mogliche Parameter wie die Anzahl der Knoten mit Grad 4
oder das Vorhandensein von Cliquen verwenden wir nicht. Anschlieflend lassen wir jeden
dieser Graphen wie beschrieben planarisieren und erhalten so eine feste Einbettung der 20
Zufallsgraphen.

Nun wollen wir unser ILP fiir jede dieser Planarisierungen mit unterschiedlichen Flexibi-
litdten laufen lassen. Um eine Referenz zu den planaren Graphen zu erhalten, behandeln
wir die Planarisierung zunéchst, als wire sie ein herkémmlicher planarer Graph. Wir igno-
rieren also die Biindelkapazitdten und geben stattdessen jedem Kantensegment eine eigene
Kapazitatsbedingung.

Da wir nicht ausschliefllich an globalen Flexibilitdten interessiert sind, geben wir jeder Pla-
narisierungskante zufillig eine Flexibilitdt von 1 oder 2. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Kante die Flexibilitéit 2 erhilt, lassen wir dabei von Versuch zu Versuch in 5%-Schritten
ansteigen. So hat zunéchst jede Kante Flexibilitédt 1, anschliefend gibt es ein paar wenige
Kanten mit Flexibilitdt 2, bis zum Schluss zunéchst fast jede und schliellich jede Kante
Flexibilitdt 2 hat. Dabei lassen wir fiir jede Wahrscheinlichkeit 20 unterschiedliche Ver-
teilungen der Flexibilitit untersuchen. Ausgenommen sind die Wahrscheinlichkeiten 0%
und 100%, da fiir diese die Flexibilitit global 1 bzw. 2 ist. Pro Graph fithren wir also 382
Versuche mit dieser Konfiguration der Flexibilitdt durch, insgesamt also 7.640 Versuche.

Anschlieflend entfernen wir in jeder der Planarisierungen die Kapazitdtsbedingungen der
Kantensegmente und verwenden stattdessen die Biindelkapazititen der Kreuzungskanten.
Sukzessive verwenden wir dabei geringere Flexibilititen und machen es so stetig unwahr-
scheindlicher, dass die np-flex-Instanz l6sbar ist. Dabei legen wir die Flexibilitéit einer
Kreuzungskante in Abhéngigkeit von der Anzahl ihrer Kreuzungsknoten fest: zunéchst
steigt die Anzahl der erlaubten Knicke linear mit der Anzahl der Kreuzungsknoten, dann
nur noch als Wurzel der Anzahl und schliellich sogar nur noch logarithmisch. Zum Ab-
schluf} erhilt jede Kante unabhéngig von ihrer Kreuzungsknotenanzahl die selbe Flexibi-
litat. Bei alldem geben wir wie zuvor zufillig manchen der Kreuzungskanten eine um eins
erhohte Flexibilitat, und lassen die Wahrscheinlichkeit dafiir sukzessive ansteigen. So er-
halten wir fiir jeden der vier Fille weitere 7.640 Versuche, fiir eine Gesamtzahl von 38.200
Durchldufen fiir jede der beiden Klassen pro Graph.
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5.3. Technische Durchfiihrung

Flex-Modus || Flexibilitét | flex € [2.3] flex € [3.4] flex € [4..5] |
Planar Plan.kanten S + 1 * * *

Linear S+ X X=2 X=3 X =4
Wurzel S+ |VX]| Xe[4.8] Xe€[9.15] X €[16..24]
Log S+ max(1, [In(X)]) | X €[8..20] X €[21..54] X € [55..148]
Konstant S+1 - - -

Tabelle 5.1: Die unterschiedlichen Flexibilitdten der Kreuzungskanten mistamt der Anzahl
an Kreuzungsknoten, fiir die die jeweilige Flexibilitdt die Werte 2 + 5, 34+ S
und 4 4+ S annimmt. S ist je nach Wahrscheinlichkeit 0 oder 1, X die Anzahl
der Kreuzungsknoten

Tabelle zeigt die genaue Berechnung der verschiedenen Flexibilitéiten tabellarisch. Da-
bei sei X die Anzahl der Kreuzungsknoten der jeweiligen Kreuzungskante und S zufillig
0 oder 1, wobei die Wahrscheinlichkeit fiir S = 1 im Verlaufe der Versuche wie gesagt
ansteigt.

5.3 Technische Durchfiihrung

Zur Implementierung des ILPs verwenden wir C++ mit OGDF (in der Version 2012.07) zur
Verwaltung der Graphen und fiir die Erstellung der Planarisierungen. Zwar enthélt OGDF
auch Graphgeneratoren, doch diese sind nicht in der Lage, Graphen mit Maximalgrad 4
zu erstellen.

Wir verwenden daher einen eigenen Graphgenerator, dem wir als Eingabeparameter die
Anzahl der Knoten n und die Anzahl der Kanten m iibergeben. Dieser Graphgenerator
erstellt zundchst aus den n Knoten einen Baum, indem er jeden Knoten beginnend mit dem
ersten zuféllig mit einem der bereits verbundenen Knoten verbindet. Dabei wird darauf
geachtet, dass nur Knoten ausgewéhlt werden, die nicht bereits Grad 4 haben. Auf diese
Weise erhalten wir einen zusammenhéngenden einfachen Graph mit n Knoten und n — 1
Kanten sowie Maximalgrad 4.

Anschlielend bestimmen wir zufillig Paare von Knoten, die nicht bereits miteinander
verbunden sind und die beide noch nicht Grad 4 haben, und verbinden diese miteinander.
Dies wiederholen wir solange, bis insgesamt m Kanten eingefiigt wurden. So erhalten wir
den gewiinschten zufilligen einfachen zusammenhingenden Graph mit Maximalgrad 4.

Diesen Graph iibergeben wir an den SubgraphPlanarizer der OGDF-Bibliothek. Dieser
erstellt mittels der Funktion FastPlanarSubgraph zunichst einen planaren Subgraphen
unseres Zufallsgraphen und merkt sich, welche Kanten dafiir aus dem Graphen entfernt
werden mussten. Anschliefend verwendet sie die Funktion FizedEmbeddingInserter, um
diesem planaren Subgraphen nach und nach die zuvor entfernten Kanten wieder hinzuzu-
fiigen, wobei darauf geachtet wird, dass dadurch moéglichst wenige Kreuzungen entstehen.
Diese Funktion liefert keineswegs optimale Ergebnisse, ist fiir unsere Zwecke aber vollig
aussreichend; schliellich interessiert uns primér die Knickminimierung, nicht die Kreu-
zungsminimierung. Auf diese Weise erhalten wir also eine feste Planarisierung unseres
Zufallsgraphen.

Tabelle zeigt die von uns verwendeten Parameter fiir die Erstellung der unterschiedli-
chen Graphen mitsamt dem Bereich der Anzahl an Kreuzungskanten und Kreuzungskno-
ten, die die Planarisierungen dieser Graphen hatten, sowie dem Bereich der Anzahl an
Kreuzungsknoten, die jene Kante im Durchschnitt hatte, die in der jeweiligen Planarisie-
rung die meisten Kreuzungsknoten hatte.
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’ H Diinner Graph ‘ Dichter Graph ‘

Anzahl Knoten 1.000 500
Anzahl Kanten 1.100 900
Anzahl Kreuzungskanten [143..168] [621..668]
Anzahl Kreuzungsknoten [353..557] [8.078..9.351]
Kreuzungsreichste Kante [17..28] [85..126]

Tabelle 5.2: Die Werte der beiden von uns betrachteten Klassen von Graphen.

Nun wollen wir die Variablen und Bedingungen festlegen, die zur Losung jenes ILPs be-
notigt werden, das zum Finden eines giiltigen Flusses in dem zur np-flex-Instanz dieser
Planarisierung zugehorigen np-flex-Flussnetzwerk verwendet werden kann. Zur Loésung des
ILPs verwenden wir Gurobi Optimizer [GO12], ein Programm zur Losung von Optimie-
rungsproblemen (in der Version 5.0.2). In diesem erstellen wir das Modell zur Losung
unseres ILPs wie in Abschnitt beschrieben, nur dass wir zunéchst keine konkreten
Werte fiir die Kantenkapazititen und Biindelkapazitidten festlegen: zwar erstellen wir hier
bereits die entsprechenden Bedingungen, da die Werte der Flexibilitdten aber noch nicht
bekannt sind, fiigen wir sie erst spiter dem zu losenden Modell hinzu.

Nun folgen drei ineinander geschachtelte Schleifen. Die &uflerste Schleife iteriert iiber die 20
Durchléufe, die zu jeder Wahrscheinlichkeit (ausser den Wahrscheinlichkeiten 0% und 1%)
durchgefiihrt werden soll. Die néchste Schleife iteriert iiber eben jene Wahrscheinlichkeiten.
Die innerste Schleife wiederum iteriert iiber die fiinf verschiedenen Flex-Modi, beginnend
mit dem Flex-Modus Planar.

Hierfiir wird fiir jede Variable des ILPs, die fiir eine der Planarisierungskanten steht, eine
Kapazitiatsbedingung von 1 oder 2 zugefiigt, in Abhéngigkeit von der aktuellen Wahr-
scheinlichkeit fiir S = 1. Mit diesen Flexibilitdten wird die Optimierung von gurobi gestar-
tet. Anschlieend werden die Kapazitidtsbedingungen fiir die Kantensegmente entfernt. An
ihre Stelle sollen nun die Biindelkapazitéiten der Kreuzungskanten im Flex-Modus Linear
treten. Dafiir wird zunéchst fiir jede Kreuzungskante zuféllig ein S bestimmt, wiederum
der Wahrscheinlichkeit entsprechend. Dann wird fiir jede Kreuzungskante die entsprechen-
de Biindelkapazitdt in Hohe von S + X hinzugefiigt, in Abh#ngigkeit von der Anzahl X
der Kreuzungsknoten auf dieser Kreuzungskante. Die Optimierung wird erneut gestartet
(mit Verwerfung der zuvor gesammelten Ergebnisse). AnschlieBend werden die Biindel-
kapazitéiten entfernt und durch Biindelkapazititen des Flex-Modus Wurzel in Hohe von
S+ |/(X)] ersetzt, mit demselben S wie im Flex-Modus Linear. Das Ganze wiederholt
sich fiir die Flex-Modi Log und Konstant. Darauthin werden sémtliche Biindelkapazitédten
sowie samtliche Kantenkapazitéiten entfernt, und erneut mit Flex-Modus Planar begonnen,
nun mit erhohter Wahrscheinlichkeit fiir S = 1.

Da np-flex grundsétzlich NP-schwer ist, ist zu erwarten, dass einige der Instanzen eine sehr
hohe Laufzeit benétigen werden. Da es uns ausreicht, derartige Instanzen als solche zu
erkennen, brechen wir die gurobi-Optimierung nach einer gewissen Zeit ab und markieren
die Instanz als schwer, um unnétig lange Laufzeiten zu vermeiden. Bei der Berechnung
der durchschnittlichen Laufzeit stellen wir diese Instanzen aussen vor. Als Wert fiir die
maximale Laufzeit wiahlen wir dabei eine Sekunde pro Kreuzungskante des Graphen, also
(je nach Graph) etwa zweieinhalb Minuten auf den diinnen Graphen und etwa 11 Minuten
auf den dichten Graphen.

Wir kompilieren unser Programm unter openSUSE 11.3 (kernel version 2.6.34) mit g++
version 4.5.0 und Optimierungslevel -O3. Der Rechner, den wir verwenden, verfiigt als
Prozessor iiber einen 8-core Intel Xeon E5430 mit 2,66 GHz Taktfrequenz und je 6 MB L2
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Cache sowie {iber 32 GB Arbeitsspeicher. Um aussagekréftigere Ergebnisse zu erhalten,
beschranken wir gurobi dabei aber auf die Verwendung eines einzelnen Prozessorkerns.

5.4 Ergebnisse

Nachdem sémtliche Versuche abgeschlossen sind, tragen wir die Laufzeiten der unterschied-
lichen Instanzen zusammen und bilden sie gemeinsam mit dem Anteil der 16sbaren und
der schweren Instanzen in Schaubilder ein, in Abhéingigkeit von der Wahrscheinlichkeit fiir
S =1 und getrennt nach diinnen und dichten Graphen. Wir besprechen die Erkenntnisse,
die wir aus diesen Schaubildern ziehen kénnen, detailliert.

5.4.1 Durchschnittliche Laufzeiten auf der Klasse der diinnen Graphen

Wir betrachten zunéchst die Ergebnisse der Graphen-Klasse diinne Graphen, also jene
Graphen, bei denen der Anteil der Kreuzungskanten bei etwa 15% liegt. Abbildung
zeigt den Anteil der schweren und den Anteil der 16sbaren Instanzen im Vergleich mit der
durchschnittlichen Laufzeit des Programms, aufgeschliisselt nach losbaren Instanzen und
nicht 16sbaren Instanzen. Jeder Graph enthilt dabei eine eigene Kurve fiir jeden der fiinf
Flex-Modi, jedoch nur dort, wo es auch tatséchlich entsprechende Instanzen gibt.

Wir erldutern die rote Kurve, die fiir den Flex-Modus Planar steht. Dem untersten Schau-
bild, das die Aufschliisselung der Instanzen nach Schwere und Losbarkeit enthélt, kénnen
wir anhand der Punkte entnehmen, dass keine der Instanzen schwer war. Dies ist nicht
weiter {iberraschend, da der Flex-Modus Planar den planaren Fall wiedergibt, der bekannt-
lich nicht NP-schwer ist. Die rote Kurve hingegen zeigt, dass die meisten der Instanzen
losbar waren. Lediglich nahe der y-Achse gab es einige Instanzen, fiir die keine Zeichnung
unter Einhaltung der Flexibilitéit gefunden werden konnte. Dies ist jener Bereich, in dem
die Wahrscheinlichkeit gering war, dass eine Kante Flexibilitdt 2 anstatt Flexibilitdt 1
hat. Das obere und das mittlere Schaubild zeigen, dass unabhéngig von der Losbarkeit die
Laufzeit des ILPs in diesem Modus stets im Millisekunden-Bereich lag.

Sehr dhnlich verhielt es sich im Flex-Modus Linear, erkennbar an der dunkelblauen Kurve.
Dort war jede einzelne Instanz l6sbar, und auch hier war die Laufzeit, die ben6tigt wur-
de, um dies herauszufinden, sehr gering. Offenbar war es also mehr als ausreichend, auf
jeder Kreuzungskante einen Knick pro Kreuzungsknoten zu erlauben. Durch diese grof3-
ziigige Wahl der Flexibilitdten war es wohl ein leichtes, eine entsprechende Zeichnung zu
finden. Dies zeigt deutlich, dass die Hinzunahme der Biindelkapazitéiten zunéchst keine
bedeutsame Auswirkung auf die Laufzeit des Programms hat: solange die Flexibilitiat der
Kreuzungskanten hoch genug ist, ist es in kurzer Laufzeit moéglich, sie zu iiberpriifen.

Ein wenig anders sieht es bei der griinen Kurve fiir Flex-Modus Wurzel aus. Offensichtlich
gab im geringen Wahrscheinlichkeitsbereich einige Instanzen, in denen es nicht ausreichend
war, auf einer Kante mit X Kreuzungsknoten eine Flexibilitit von |/(X)]| + S zur Ver-
fiigung zu stellen: Hier gab es einige Instanzen, die nicht 16sbar waren. Im Gegensatz zu
Flex-Modus Planar, wo ein dhnlicher Effekt auftrat, ohne sich dabei auf die Laufzeit aus-
zuwirken, ist es hier in jenen Instanzen, die nicht l6sbar sind, deutlich zeitaufwéndiger
als zuvor, dies herauszufinden. Das Uberpriifen der Biindelkapazititen ist also dann nicht
mehr ohne weiteren Aufwand moglich, wenn sie Schwierigkeiten beziiglich der Losbarkeit
machen, weil hier viele verschiedene Moglichkeiten zur Verteilung der Knicke betrachtet
werden miissen.

Noch deutlicher ist dieser Effekt anhand der orangefarbenen Kurven fiir Flex-Modus Log
zu beobachten. Der Anteil der 16sbaren Instanzen steigt hier in etwa linear mit der Wahr-
scheinlichkeit fiir eine Erhohung der Flexibilitdt: Anfangs ist keine der Instanzen l6sbar,
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am Ende alle. Gleichzeitig sehen wir, dass in jenem Bereich, in dem sich viele nicht 16s-
bare Instanzen befinden, gleichzeitig einige schwere Instanzen auftauchen. Hier benotigte
das Programm also mehr als eine Sekunde pro Kreuzungskante des Graphen und brach
deshalb ab. Ahnlich wie im Flex-Modus Wurzel korreliert diese Erhéhung der Laufzeit
mit dem Absinken der Losbarkeit, weil es schwierig ist, herauszufinden, ob es unter den
vielen verschiedenen Moglichkeiten nicht doch eine gibt, die das Problem 16st. Anders als
zuvor finden wir hier aber selbst dort, wo die Instanzen sich als losbar herausstellten,
eine Erhohung der Laufzeiten. Diese fiel sogar noch deutlicher aus als bei den nicht 16sba-
ren Instanzen. Hier war es also offensichtlich schwierig, jene Verteilung zu finden, die die
np-flex-Instanz 16st, weil dafiir zunéichst viele Verteilungen probiert werden mussten, mit
denen die die Instanz nicht gelost wurde. Beide Arten der Laufzeit nehmen dort ab, wo
der Anteil der 16sbaren Instanzen ansteigt. Weil in diesem Bereich die Freiheiten bei der
Verteilung der Knicke grofier sind, miissen nicht so viele Varianten durchprobiert werden,
weswegen es leichter ist, eine 16sende Belegung zu finden oder zu zeigen, dass es eine solche
nicht geben kann. Wir werden diese Laufzeiten im Folgenden noch niher betrachten.

Zunéchst interpretieren wir aber die violette Kurve, die den Flex-Modus Konstant repréa-
sentiert, in dem auch die Kreuzungskanten nur 1 oder 2 Knicke haben diirfen, unabhéngig
davon, wie viele Kreuzungsknoten auf ihnen liegen. Es ist wenig tiberraschend, dass die
allermeisten dieser Instanzen nicht losbar waren. Erst dort, wo die Wahrscheinlichkeit fiir
2 Knicke pro Kante grofl genug wird, gibt es vereinzelte Instanzen, die 16sbar sind. Genau
wie im Flex-Modus Wurzel steigt mit dem Anteil der 16sbaren Instanzen gleichzeitig auch
die durchschnittliche Laufzeit und die Anzahl der schweren Instanzen. Davor erfordert das
ILP hier nur sehr wenig Laufzeit, weil die geringen Flexibilitdten schnell deutlich machen,
dass keine 16sende Belegung gefunden werden kann.

Wir konnten also deutlich beobachten, dass die Uberpriifung der Biindelkapazititen nur
dann zu einer Erhohung der Laufzeit fithrt, wenn die Flexibilitdten so gewéhlt sind, dass
nicht ohne weiteres geklart werden kann, ob es eine losende Belegung gibt oder nicht.
Solange dies aufgrund zu hoher oder zu niedriger Flexibilitéiten leicht erkennbar ist, sind
die Biindelkapazitdten ohne bedeutsamen Mehraufwand tiberpriifbar.

5.4.2 Aufschliisselung der Laufzeiten des Flex-Modus der diinnen Gra-
phen

Um die groflen Schwankungen der Kurve im Flex-Modus Wurzel zu untersuchen, betrach-
ten wir nun in Abbildung eine Aufschliisselung der einzelnen Laufzeiten nur dieses
einen Modus. Das unterste Schaubild zeigt erneut die Aufteilung in 16sbare und schwere
Instanzen, diesmal als Balkendiagramm. Hier wird deutlich, dass der Anteil der schweren
Instanzen dort abnimmt, wo der Anteil der losbaren Instanzen zunimmt.

Die beiden anderen Schaubilder zeigen sogenannte Kerzendiagramme: die orangefarbene
Markierung zeigt den Median, also jenen Wert, iiber und unter dem jeweils 50% der Werte
liegen. Die oberen und unteren Kanten der blauen Balken zeigen das obere und untere
Quartil, also jene Werte, iiber bzw. unter denen jeweils 75% bzw. 25% der Werte liegen.
Das obere und untere Ende der Striche schliefllich geben das Maximum und das Minimum
der Laufzeiten an. Diese Darstellungsweise gibt im Gegensatz zum zuvor abgebildeten
Durchschnittswert Aufschliisse iiber die Verteilung der Laufzeiten.

So lésst sich am oberen Schaubild erkennen, dass es im Bereich der niedrigen Wahrschein-
lichkeit noch ein grofler Teil der l6sbaren Instanzen dhnliche Laufzeiten hatte. Mit stei-
gender Anzahl der 16sbaren Instanzen hingegen lieflen sich die meisten Instanzen in recht
kurzer Zeit 16sen: je naher die Quartile beieinander sind, desto grofier ist der Anteil der
Instanzen, deren Laufzeit in diesem kleinen Bereich liegt. Lediglich einige wenige Instanzen
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bendtigten eine Laufzeit, die sehr viel grofier als die der restlichen Instanzen war. Diese we-
nigen Instanzen haben aber eine deutliche Auswirkung auf die durchschnittliche Laufzeit,
was die starken Schwankungen in der orangefarbenen Kurve des anfianglich betrachteten
Schaubilds erklért.

Das mittlere Schaubild verdeutlicht diesen Effekt noch mehr: hier sind sowohl der Median
als auch das obere Quartil im Millisekundenbereich, und das durchweg iiber alle Wahr-
scheinlichkeiten. Die allermeisten der nicht l6sbaren Instanzen stellten sich also binnen
kurzer Zeit als solche heraus, lediglich bei einigen wenigen wurde mehr Laufzeit benotigt.
Diese Ausreifler haben teilweise sogar so hohe Laufzeiten, dass sie als schwer klassifiziert
worden wéren, wenn sie noch ein wenig ldnger gebraucht hétten.

Es bleibt noch zu erkliaren, warum diese Ausreifler sowohl im lésbaren als auch im nicht
losbaren Bereich derart verteilt sind, anstatt exakt mit der Zunahme der Losbarkeit zu
korrelieren. Dies liegt daran, dass die unterschiedlichen Ausreiflern von unterschliedlichen
Planarisierungen hervorgerufen werden. Wihrend bei einer Planarisierung die schwierigen
Instanzen beispielsweise im Bereich 55% liegen, hat eine andere Planarisierung im Bereich
25% erhohte Laufzeiten. Im Bereich 60% beispielsweise gab es offenbar keine Planarisie-
rung, die Schwierigkeiten hatte, was den Einbruch der Laufzeiten an dieser Stelle erklért.
Diese Effekte wiirden sich natiirlich mit einer Erhohung der Anzahl untersuchter Graphen
abmildern, das Schaubild wiirde ebenméafliger werden. Der Effekt, dass die Laufzeiten und
die Anzahl der schweren Instanzen in jenem Bereich ansteigen, in dem die Instanzen von
nicht 16sbar zu losbar umschwenken, liesse sich dann auch noch deutlicher beobachten.

5.4.3 Durchschnittliche Laufzeiten auf der Klasse der dichten Graphen

SchlieBlich betrachten wir noch die durchschnittlichen Laufzeiten der Klasse der dichten
Graphen, in Abbildung Hier ist die Aufteilung sehr viel deutlicher als bei den diinnen
Graphen: Der Flex-Modus Planar ist der einzige Modus, in dem es sowohl l6sbare als auch
nicht 16sbare Instanzen gibt. Die Laufzeit, diese Unterscheidung zu treffen, ist wie zuvor
unabhéingig vom Ergebnis gering.

Nimmt man hingegen die Biindelkapazitdten hinzu, sind die Verhiiltnisse klar aufgeteilt:
Die Flex-Modi Linear und Wurzel sind durchweg losbar. Im Flex-Modus Linear ist dies
festzustellen auf Grund der grofziigigen Flexibilitét in kiirzester Zeit moglich: erneut bringt
die Hinzunahme der Biindelkapazititen keine Erhohung der Laufzeit.

Im Fall des Flex-Modus Wurzel ist dies hingegen anders: Hier muss aufgrund der hohen
Anzahl an Kreuzungskanten offensichtlich weitaus mehr Rechenaufwand betrieben werden,
um eine 16sende Belegung zu finden, als dies in den diinn besetzten Graphen im Allgemei-
nen der Fall war. Dies gilt insbesondere im Bereich der niedrigen Wahrscheinlichkeiten, da
hier noch mehr Belegungen probiert werden miissen, bevor schliefflich eine l6sende gefun-
den wird. Die Laufzeiten steigen hier also nicht zuvor mit dem Anteil der nicht 16sbaren
Instanzen, der Effekt ist aber derselbe: je strikter die Biindelkapazititen sind, desto zeitauf-
wéndiger ist es, sie zu iiberpriifen. In diesem Bereich ist das Problem sogar so schwer, dass
der Anteil derjenigen Instanzen, die mehr als eine Sekunde pro Kreuzungskante benétigt
haben, bei 40% liegt.

Das mittlere Schaubild bekriftigt diese Aussage erneut: obwohl sich sdmtliche Instanzen
der Flex-Modi Log und Konstant im Endeffekt als nicht 16sbar herausstellen, ist die Lauf-
zeit nicht flach: je hoher die Anzahl der Kanten mit zusétzlicher Flexibilitat wird, desto
mehr Rechenaufwand muss betrieben werden, um ausschlieflen zu konnen, dass es nicht
doch eine 16sende Belegung gibt. Selbst im Flex-Modus konstant steigt die Laufzeit gegen
Ende leicht an, weil die Frage nicht mehr ohne weiteres gekliart werden kann.
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5.5 Zusammenfassung

Wir konnten beobachten, dass das Uberpriifen der Biindelkapazititen, das unser ILP von
der Untersuchung planarer Graphen unterscheidet, nicht von Natur aus zu einer Erh6hung
der Laufzeit fiihrt. Lediglich dort, wo die Flexibilitdten so gewéhlt sind, dass sie im Bereich
der fiir die Losbarkeit notwendigen Flexibilitdten liegen, sorgen sie fiir eine Erhéhung
der Laufzeit. In diesem Bereich kann es sogar vereinzelte Instanzen geben, fiir die eine
Uberpriifung in einem praktikablen Rahmen nicht méglich ist. Dabei handelt es sich wie
wir gesehen haben aber tatséichlich um vereinzelte Ausreifler, die meisten Instanzen sind
auch hier in Zeiten iiberpriifbar, die nicht allzu sehr von denen im planaren Fall abweichen.

Die Hohe der benétigten Flexibilitét lasst sich dabei nicht verallgemeinern. Sie hdngt vom
Anteil der Kreuzungskanten an den Kanten des Graphen ab, und somit von der Dichte des
nichtplanaren Graphen. Das Entwickeln zuverldssiger Heuristiken fiir das Finden dieser
Grenzen wire ein naheliegender néchster Schritt.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Wir fassen die von uns erarbeiteten Ergebnisse zusammen und geben einen kurzen Ausblick
dariiber, welche Fragestellungen wir fiir zukiinftige Arbeiten eréffnet haben.

6.1 Zusammenfassung

Wir haben uns als erste wissenschaftliche Arbeit damit beschéftigt, wie die Techniken der
Knickminimierung auf feste Einbettungen nichtplanarer Graphen iibertragen werden koén-
nen. Feste Einbettungen waren fiir uns dabei aus zweierlei Griinden interessant: zum einen
weil ein gegebener Anwendungsfall moglicherweise eine feste Einbettung erfordert, zum
anderen aber vor allem auch, weil auf diese Weise mit Hilfe der Kreuzungsminimierung
eine Einbettung gewdhlt werden kann, die gewissen Anforderungen geniigt. Vorhandene
Knickminimierungsverfahren fiir nichtplanare Graphen hingegen beachteten derartige An-
forderungen bei der Einbettung des Graphen nicht und lieferten deswegen diesbeziiglich
keine zufriedenstellende Ergebnisse.

Wir betrachteten also feste Planarisierungen nichtplanarer Graphen, also planare Graphen,
in denen die Kreuzungskanten des nichtplanaren Graphen ersetzt wurden durch Pfade
von einzelnen Kanten, den Kantensegmenten. Zusétzlich gaben wir fiir jede Kante des
nichtplanaren Graphen eine Flexibilitdt an. Die zentrale Fragestellung war dabei, ob sich
diese np-flex-Instanz derart zeichnen lésst, dass die Kanten des nichtplanaren Graphen
hochstens so viele Knicke haben, wie ihre Flexibilitéit zulésst.

Zunichst zeigten wir, dass dies selbst in Planarisierungen, die nur einen einzelnen Kreu-
zungsknoten besitzen, nicht ohne weiteres moglich ist, wenn alle Flexibilitdten 2 sind.
Dies ist deswegen bemerkenswert, weil eine Einbettung eines planaren Graphen stets mit
hochstens zwei Knicken pro Kante gezeichnet werden kann. Zur Losung dieser eigentlich
recht grundlegenden Fragestellung mussten wir einige Verfahrensweisen entwickeln, die in
planaren Graphen nicht nétig sind, und stellten so einige der Schwierigkeiten heraus, die
das np-flex-Problem aufweist.

Anschlielend demonstrierten wir, dass es unter gewissen Voraussetzungen nicht vermeidbar
ist, dass eine Kreuzungskante eine gewisse Anzahl an Knicken bendétigt, und zeigten so,
dass viele np-flex-Instanzen unabhéngig vom restlichen Aufbau der Planarisierung nicht
losbar sein kénnen.

Wir entwickelten eine Verfahrensweise, wie zu einer gegebenen np-flex-Instanz ein mo-
difiziertes Flussnetzwerk konstruiert werden kann, das genau dann einen giiltigen Fluss
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enthélt, wenn die Instanz 16sbar ist. Zudem erlduterten wir, dass dieser Fluss nicht wie in
einem {iblichen Flussnetzwerk durch Losung eines Linearen Programms ermittelt werden
kann, sondern dass stattdessen ein ganzzahliges Lineares Programm benétigt wird, welches
wir in der Folge ebenfalls vorstellten.

Schliellich bewiesen wir, dass das Losen einer np-flex-Instanz im Allgemeinen NP-schwer
ist. Dies gilt selbst dann, wenn alle Flexibilitdten der Instanz mindestens 2 sind. Da die-
ses Entscheidungsproblem im planaren Fall sehr einfach gelost werden kann, stellt diese
Erkenntnis einen sehr wichtigen Beitrag dar.

Sowohl das modifizierte Flussnetzwerk als auch die Gadgets, die wir im Laufe der Arbeit
entwickelten, stellen dabei Werkzeuge dar, die fiir derartige Problemstellungen so oder in
dhnlicher Form niitzliche Dienste erbringen. Auch die Entwicklung dieser Verfahrensweisen
ist somit von Bedeutung.

Abschlielend wollten wir untersuchen, wie sich die theoretische Komplexitéit in praxis-
nahen Anwendungen auswirken wiirde. Dazu erstellten wir Zufallsgraphen, auf denen wir
das zuvor vorgestellte ILP eine Losung der entsprechenden np-flex-Instanzen finden lieflen.
Als Ergebnis stellten wir fest, dass eine Erhchung der Laufzeit nur dort auftrat, wo die
verwendeten Flexibilitdten nahe an den minimal benttigten Flexibilitdten lag. Waren die
Flexibilitdten hingegen so niedrig, dass das ILP leicht erkénnen konnte, dass die Instanz
nicht 16sbar ist oder so hoch, dass eine Vielzahl unterschiedlicher Losungen existierte, war
die Laufzeit vergleichbar mit Verfahrensweisen zur Losung desselben Problems auf plana-
ren Graphen. Somit konnten wir zeigen, dass unser ILP in der Praxis akzeptable Laufzeiten
hat.

6.2 Ausblick

Wir haben gezeigt, dass np-flex selbst mit starken Einschrinkungen an die Flexibilitdt
NP-schwer ist. Nur wenig Bezug genommen haben wir dabei auf andere Merkmale der zu
betrachtenden Instanzen. So wire ein logischer néchster Schritt, zu untersuchen, wie sich
die Komplexitit verhélt, wenn eine obere Grenze fiir die Anzahl der Kreuzungskanten oder
fiir die Anzahl der Kreuzungsknoten auf einer Kreuzungskante gesetzt wird, oder wie eine
gewisse Struktur der zugrundeliegenden Graphen genutzt werden kann.

Bei der Untersuchung des ILPs haben wir festgestellt, dass die Laufzeit desselben stark
von den Flexibilititen des Graphen abhingt. Als nédchstes kénnte man versuchen, Heu-
ristiken zu entwickeln, um festzustellen, wie die Flexibilitdten am besten gewahlt werden
sollen. Alternativ konnte das ILP leicht derart angepasst werden, dass es die Anzahl der
Knicke minimiert unter Beriicksichtigung der Flexibilitdten. Zusétzlich kénnte man einen
Spielraum fiir die moglichen Flexibilitdten vorgeben und so zahlreiche Optimierungsziele
gegeneinander abwigen.

Zudem sind wir in unserer Arbeit stets von einer festen Planarisierung ausgegangen, mit
dem Gedanken, dass ein nichtplanarer Graph zuvor mit den Methoden der Kreuzungsmini-
mierung eingebettet werden kann. Eine Moglichkeit wére vielleicht, diese beiden Schritte
zusammenzufiithren, indem beispielsweise mehrere unterschiedliche Verfahrensweisen zur
Kreuzungsminimierung angewendet werden, bevor auf jeder Einbettung die von uns vor-
gestellte Knickminimierung durchgefithrt wird. Auf diese Weise konnte man die Anzahl
der Knicke abw#gen gegen die Anzahl der Kreuzungen und so Ergebnisse finden, die einen
guten Kompromiss zwischen den beiden Minimierungszielen erbringen.
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