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Mein erster Boolean Circuit ﬂ(".
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C(x1,x2,x3) = X1X2 V X2X3
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Mein erster Boolean Circuit

Ausgabeknoten

C(x1,x2,x3) = X1X2 V X2X3

Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits




Mein erster Boolean Circuit ﬂ("'

Auswertung fir x := (xq, X2, x3) = (0,0, 1) ergibt C(x) = 1
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Eigenschaften ﬂ(".

Boolean Circuits entsprechen Schaltnetzen, aber nicht Schaltwerken -
mussen azyklisch sein

Boolean Circuits sind Boolesche Formeln, wenn jeder Knoten héchstens
Ausgangsgrad 1 hat.
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Benutzung fir Sprachen ﬂ("'

Idee: Benutzung zur Erkennung von Wértern

a Circuit entscheidet Worter seiner Eingabelédnge
m = ein Circuit pro EingabegréBe
m Folge von Circuits pro Sprache

5 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



5

Benutzung fir Sprachen

Idee: Benutzung zur Erkennung von Wértern

a Circuit entscheidet Worter seiner Eingabelédnge
m = ein Circuit pro EingabegréBe
m Folge von Circuits pro Sprache

Folge {Cn}nen von Circuits hei3t Circuit-Familie.

Dabei hat jeder Circuit C, die EingabegréBBe n
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Beispiel Circuit-Familie ﬂ(
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Beispiel Circuit-Familie

L:={1"| ne N}
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Interessante Eigenschaften ﬂ("'

m Boolean Circuits kénnen alle Sprachen entscheiden die TMs
entscheiden kénnen

a Turingmaschinen kdnnen Boolean Circuits simulieren
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Interessante Eigenschaften ﬂ("'

m Boolean Circuits kénnen alle Sprachen entscheiden die TMs
entscheiden kdnnen

a Turingmaschinen kdnnen Boolean Circuits simulieren

m Boolean Circuits sind aber machtiger als TMs
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m Boolean Circuits kénnen alle Sprachen entscheiden die TMs
entscheiden kdnnen
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a Boolean Circuits sind aber méachtiger als TMs

m betrachte unare Sprachen
a eindeutiges Wort w, fir jede Wortlange
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Interessante Eigenschaften ﬂ("'

m Boolean Circuits kénnen alle Sprachen entscheiden die TMs
entscheiden kdnnen

a Turingmaschinen kdnnen Boolean Circuits simulieren

a Boolean Circuits sind aber méachtiger als TMs

m betrachte unare Sprachen
m eindeutiges Wort wj, fiir jede Wortlange
m = Wy € L kann hartin Cp, eincodiert werden
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Interessante Eigenschaften ﬂ("'

m Boolean Circuits kénnen alle Sprachen entscheiden die TMs
entscheiden kdnnen
a Turingmaschinen kdnnen Boolean Circuits simulieren
a Boolean Circuits sind aber méachtiger als TMs
m betrachte unare Sprachen
m eindeutiges Wort wj, fiir jede Wortlange
m = Wy € L kann hartin Cp, eincodiert werden
a = Circuit-Familien kdnnen unentscheidbare Sprachen entscheiden
m Beispiel: {17 : M, akzeptiert 17}
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Weitere Vorgehensweise ﬂ("'

a Definition von Komplexitatsklassen
m Einfuhrung sinnvoller Beschrankungen
® Wozu kann man Circuits denn nun verwenden?
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Weitere Vorgehensweise ﬂ("l

m Definition von Komplexitatsklassen
a Einfuhrung sinnvoller Beschrankungen
@ Wozu kann man Circuits denn nun verwenden?
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Boolean circuits - GroBe ﬂ("'

GroBe eines einzelnen Circuits C,: Skalar
|Cn| := Anzahl der Knoten in Cp,

GroBe einer Familie {Cp} e Funktion
T(n), wobei |Cy| < T(n) (neNN)

Klassifizierung einer Sprache L C {0,1}

L € SIZE(T(n)), falls eine Circuit-Familie der GréBe T (n) existiert die
genau L entscheidet
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Anwendung auf vorige Beispiele ﬂ(“'

L:={1"|neN}:
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Anwendung auf vorige Beispiele ﬂ(“'

L:={1"|neN}:

Folgerung: L € SIZE(2n)
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Anwendung auf vorige Beispiele ﬂ(“'

Seine N, f:{0,1}" — {0, 1} beliebig.
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Anwendung auf vorige Beispiele ﬂ(“'

Seine N, f:{0,1}" — {0, 1} beliebig.
m flasst sich in konjunktiver Normalform darstellen
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Anwendung auf vorige Beispiele

Seine N, f:{0,1}" — {0, 1} beliebig.
m flasst sich in konjunktiver Normalform darstellen
m Circuit dafiir hat héchstens n- 2™ Knoten
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Anwendung auf vorige Beispiele

Seine N, f:{0,1}" — {0, 1} beliebig.

m flasst sich in konjunktiver Normalform darstellen
m Circuit dafur hat hdchstens n- 2" Knoten

m Folgerung: VL C {0,1}* : L € SIZE(n-2")
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Die Klasse P/po/y ﬂ(ITQ

Bei Turingmaschinen haben wir mit P effizient I6sbare Sprachen
betrachtet.
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Die Klasse P/poly ﬂ(ITQ

Bei Turingmaschinen haben wir mit P effizient I6sbare Sprachen
betrachtet.

Wir untersuchen nun, welche Komplexitatsklassen Boolean Circuits bei
der Einschrankung auf “kleine” Circuits liefern.
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Die Klasse P01, ﬂ(".

Bei Turingmaschinen haben wir mit P effizient I6sbare Sprachen
betrachtet.

Wir untersuchen nun, welche Komplexitatsklassen Boolean Circuits bei
der Einschrankung auf “kleine” Circuits liefern.

® P poy = Ug SIZE(nC)
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Die Klasse P01, ﬂ(".

Bei Turingmaschinen haben wir mit P effizient I6sbare Sprachen
betrachtet.

Wir untersuchen nun, welche Komplexitatsklassen Boolean Circuits bei
der Einschrankung auf “kleine“ Circuits liefern.

® P poy = Ug SIZE(nC)

a Klasse der durch polynomiell groBBe Familien von Circuits
entscheidbaren Sprachen
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Die Klasse P01, ﬂ(".

Bei Turingmaschinen haben wir mit P effizient I6sbare Sprachen
betrachtet.

Wir untersuchen nun, welche Komplexitatsklassen Boolean Circuits bei
der Einschrankung auf “kleine“ Circuits liefern.

® Ppory := Uc SIZE(n®)
a Klasse der durch polynomiell groBBe Familien von Circuits
entscheidbaren Sprachen

m Satz:es gilt P C P poyy-
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Begriindung fir P C P/ ﬂ(".

@ Erinnerung: L := {17 : M, akzeptiert 17} unentscheidbar
m jede unare Sprache hat Circuit-Familie linearer GroRe

@ = LeSIZE(O(n))

a offensichtlich aber L ¢ P

Hinweis: Problem der Unentscheidbarkeit ist eigentlich nur verlagert in
die Generierung der Circuit-Familie.
Im nachsten Kapitel: Beschrankung auf eine Klasse die gleich P ist.

Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



Begrindung fur P C P, 0 ﬂ(“.
Teil 2: P C P/ poyy

Jede Sprache L € P lasst sich in polynomieller Zeit von einer TM M
entscheiden.

Wie kénnen wir das auf Circuits tbertragen?

Probleme:

@ TM andert Bandinhalt

a TM trifft Entscheidungen basierend auf Bandinhalt

a Circuits kénnen ihre Eingabe nicht verandern

m Betrachtung der GrofBe von Circuits, aber Laufzeit von TMs
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Begrindung fur P C P, 0 ﬂ(“.
Teil 2: P C P/ poyy

Jede Sprache L € P lasst sich in polynomieller Zeit von einer TM M
entscheiden.

Wie kénnen wir das auf Circuits tbertragen?

Probleme:

@ TM andert Bandinhalt

a TM trifft Entscheidungen basierend auf Bandinhalt

a Circuits kénnen ihre Eingabe nicht verandern

m Betrachtung der GrofBe von Circuits, aber Laufzeit von TMs

Lésung: Betrachtung von oblivious TMs
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Begrindung fur P C P, 0 ﬂ("l

LeP

= ex. TM, die L in polynomieller Zeit entscheidet

= ex. oblivious TM, die L in polynomieller Zeit entscheidet
= ex. Circuit-Familie polynomieller Gr6Be, die L entscheidet
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Exkurs: Oblivious TM

Normale Turingmaschine

Position auf Band abhangig von Eingabe und Schritthummer

00110
10110
10110

10010

Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits
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11110

01110

01110
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Exkurs: Oblivious TM

Oblivious Turingmaschine

Position auf Band nur abhéngig von Eingabelédnge und Schritthummer

00110
10110
10110

10010

Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits

01110
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11110
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Begriindung fir P C P/ ﬂ(".

LeP

= ex. TM, die L in polynomieller Zeit entscheidet

= ex. oblivious TM, die L in polynomieller Zeit entscheidet
= ex. Circuit-Familie polynomieller Gr6Be, die L entscheidet

TM M, existiert mit pol. Laufzeit 7(n)

m erstelle daraus eine oblivious TM M>

m = Laufzeitin O(T2(n))

m = also insgesamt polynomielle Laufzeit

Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



Begriindung fiir P C P, IT

LeP

= ex. TM, die L in polynomieller Zeit entscheidet

= ex. oblivious TM, die L in polynomieller Zeit entscheidet
= ex. Circuit-Familie polynomieller Gr6Be, die L entscheidet
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Begriindung fir P C P/ ﬂ(".

LeP

= ex. TM, die L in polynomieller Zeit entscheidet

= ex. oblivious TM, die L in polynomieller Zeit entscheidet
= ex. Circuit-Familie polynomieller Gr6Be, die L entscheidet

oblivious TM M, existiert mit pol. Laufzeit

m feste Laufzeit pro EingabegréBe

m akzeptiert falls im letzten Schritt erreichter Zustand akzeptierend ist
m |dee: Codiere Bandalphabet und Zustandsmenge in Knoten
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Begrindung fur P C P, 0

00110

10110

10110

10010
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01110

11110

11110

11110
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_ (Zustand nach Schritt i)
Zi= geschriebenes Zeichen

2B. 2 = (qlz)



Begriindung fur P C P, 01 ﬂ(".

LeP

= ex. TM, die L in polynomieller Zeit entscheidet

= ex. oblivious TM, die L in polynomieller Zeit entscheidet
= ex. Circuit-Familie polynomieller Gr6Be, die L entscheidet

Idee: Codiere Bandalphabet und Zustandsmenge in Knoten
m konstantes Alphabet, konstante Zustandsmenge

@ = Anzahl der Knoten fir beliebige Operationen ist konstant
beschrankt

m = jeder Berechnungsschritt Iasst sich durch einen Teilcircuit konstant
beschrankter GroBe darstellen

m = fir polynomielle Anzahl Schritte: Polynomielle Anzahl von Knoten
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Begrindung fur P C P, 0

neuer Zustand

geschriebenes Zeichen

Schritt i

Zustand aus z;_

A AR

Zeichenaus,zj O O O O
Q000
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Weitere Vorgehensweise ﬂ("l

a Definition von Komplexitatsklassen
m Einfuhrung sinnvoller Beschrankungen
@ Wozu kann man Circuits denn nun verwenden?
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Uniformitat
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Motivation zur Uniformitat ﬂ("'

Wie kénnen wir

a boolean circuits einschranken um sie auf die Machtigkeit von TMs zu
bringen?

m TMs erweitern um sie auf die Machtigkeit von boolean circuits zu
bringen?

24 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



‘P-uniform, logspace-uniform ﬂ(“.

m Eine Familie {Cp} von Circuits hei3t P-uniform, wenn es eine
polynomielle Turingmaschine gibt, die aus der Eingabe 17 die
Beschreibung von C,, berechnet.

25 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



‘P-uniform, logspace-uniform ﬂ(“.

m Eine Familie {Cp} von Circuits hei3t P-uniform, wenn es eine
polynomielle Turingmaschine gibt, die aus der Eingabe 17 die
Beschreibung von C,, berechnet.

a Durch die Einschrankung auf P-uniforme Circuits wird P, zu P.
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‘P-uniform, logspace-uniform ﬂ(“.

m Eine Familie {Cp} von Circuits hei3t P-uniform, wenn es eine
polynomielle Turingmaschine gibt, die aus der Eingabe 17 die
Beschreibung von C,, berechnet.

a Durch die Einschrankung auf P-uniforme Circuits wird P, zu P.

m Eine Circuit-Familie hei3t logspace-uniform, wenn die Funktionen
w SIZE(n) = |Cp|
m TYPE(n,i) (Typ des i-ten Knoten von Cp)
® EDGE(n,i,j) (1 falls es eine Kante vom i-ten zum j-ten Knoten von Cj, gibt)
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‘P-uniform, logspace-uniform ﬂ(“.

m Eine Familie {Cp} von Circuits hei3t P-uniform, wenn es eine
polynomielle Turingmaschine gibt, die aus der Eingabe 17 die
Beschreibung von C,, berechnet.

a Durch die Einschrankung auf P-uniforme Circuits wird P, zu P.

m Eine Circuit-Familie hei3t logspace-uniform, wenn die Funktionen
w SIZE(n) = |Cp|
m TYPE(n,i) (Typ des i-ten Knoten von Cp)
® EDGE(n,i,j) (1 falls es eine Kante vom i-ten zum j-ten Knoten von Cj, gibt)

im Sinne der gangigen Definition von logspace berechenbar sind.

Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



25

‘P-uniform, logspace-uniform ﬂ(“.

m Eine Familie {Cp} von Circuits hei3t P-uniform, wenn es eine
polynomielle Turingmaschine gibt, die aus der Eingabe 17 die
Beschreibung von C,, berechnet.

a Durch die Einschrankung auf P-uniforme Circuits wird P, zu P.

m Eine Circuit-Familie hei3t logspace-uniform, wenn die Funktionen
w SIZE(n) = |Cp|
m TYPE(n,i) (Typ des i-ten Knoten von Cp)
® EDGE(n,i,j) (1 falls es eine Kante vom i-ten zum j-ten Knoten von Cj, gibt)
im Sinne der gangigen Definition von logspace berechenbar sind.
Logspace-Uniformitat ist zusatzlich zu P-Uniformitat keine echte
Einschrankung.

m Eine Sprache L besitzt polynomiell groBe, logspace-uniforme Circuits
s LeP.
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Turingmaschinen mit advice strings ﬂ("‘

Normale TM

26 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



26

Turingmaschinen mit advice strings

Advice TM fragt Blackbox

Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits

[of1]1]o]..[o]1]

AN

J

YT
n

\

?




Turingmaschinen mit advice strings AT

Advice TM erhélt advice von Blackbox

[ [ofs]afo]. o]s] |

\ ~ J
[To[aolo[-Tol:]s] \l
%/—/

a(n) \ ?

[ ]
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Turingmaschinen mit advice strings AT

Bemerkungen:

1. jede unéare Sprache Iasst sich mit einem bit advice in linearer Zeit
entscheiden

2. P/ poly: Sprachen, die mit polynomiellem advice in polynomieller Zeit
entscheidbar sind

26 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



Die Sprache CKT-SAT AT

@ Ein Wort cist in CKT-SAT, wenn der durch ¢ beschriebene Circuit C
eine erfillende Belegung besitzt.

27 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



Die Sprache CKT-SAT AT

@ Ein Wort cist in CKT-SAT, wenn der durch ¢ beschriebene Circuit C
eine erfillende Belegung besitzt.

m CKT-SATe N'P.
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Die Sprache CKT-SAT AT

@ Ein Wort cist in CKT-SAT, wenn der durch ¢ beschriebene Circuit C
eine erfillende Belegung besitzt.

a CKT-SATe N'P. (Warum?)
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Die Sprache CKT-SAT AT

@ Ein Wort cist in CKT-SAT, wenn der durch ¢ beschriebene Circuit C
eine erfillende Belegung besitzt.

a CKT-SATe N'P. (Warum?)
m CKT-SAT ist auch N'P-schwer, also N'P-vollsténdig.
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Die Sprache CKT-SAT AT

@ Ein Wort cist in CKT-SAT, wenn der durch ¢ beschriebene Circuit C
eine erfillende Belegung besitzt.

CKT-SATe N'P. (Warum?)
CKT-SAT ist auch N'P-schwer, also N/ P-vollstandig.
CKT-SAT o, 3SAT.

27 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



Die Sprache CKT-SAT AT

Eingabe ?

28 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



28

Die Sprache CKT-SAT

Eingabe

Circuit

Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits
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Die Sprache CKT-SAT AT

Eingabe Eingabe
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Weitere Vorgehensweise

a Definition von Komplexitatsklassen

@ Einflhrung sinnvoller Beschrankungen
@ Wozu kann man Circuits denn nun verwenden?

m Neue Ansatze zur Untersuchung von Komplexitatsklassen
a Bessere Beschreibung paralleler Algorithmen

Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits
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Weitere Vorgehensweise

a Definition von Komplexitatsklassen

@ Einflhrung sinnvoller Beschrankungen
@ Wozu kann man Circuits denn nun verwenden?

a Neue Ansatze zur Untersuchung von Komplexitatsklassen
a Bessere Beschreibung paralleler Algorithmen
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Zur Erinnerung: Polynomielle Hierarchie AT

NP = xP Y = coNP

AP =P =P =T = AD

(Bild aus Wikipedia)
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Satz von Meyer ﬂ("'

a Falls EXPTIME C P poy, dann gilt EXPTIME = 2’2’.

32 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



Satz von Meyer ﬂ("'

a Falls EXPTIME C P poy, dann gilt EXPTIME = 2’2’.

m Folgerung: Falls EXPTIME C P pep, dann gilt P # N'P. Beweis:
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Satz von Meyer ﬂ("'

a Falls EXPTIME C P poy, dann gilt EXPTIME = 2’2’.

m Folgerung: Falls EXPTIME C P pep, dann gilt P # N'P. Beweis:
1. aus EXPTIME C P 0 folgt EXPTIME = x5
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Satz von Meyer ﬂ("'

a Falls EXPTIME C P poy, dann gilt EXPTIME = 2’2’.

m Folgerung: Falls EXPTIME C P pep, dann gilt P # N'P. Beweis:

1. aus EXPTIME C P, folgt EXPTIME = x5
2. ware P = N'P, so ware P = £
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Satz von Meyer ﬂ("'

a Falls EXPTIME C P poy, dann gilt EXPTIME = 2’2’.

m Folgerung: Falls EXPTIME C P pep, dann gilt P # N'P. Beweis:

1. aus EXPTIME C P 0 folgt EXPTIME = £5

2. ware P = N'P, so ware P = £
3. = P = EXPTIME
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Satz von Meyer ﬂ("'

a Falls EXPTIME C P poy, dann gilt EXPTIME = 2’2’.

m Folgerung: Falls EXPTIME C P pep, dann gilt P # N'P. Beweis:

1. aus EXPTIME C P 0 folgt EXPTIME = £5

2. ware P = N'P, so ware P = £
3. = P = EXPTIME
4. dies widerspricht dem Zeithierarchie-Theorem
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Satz von Karp-Lipton ﬂ("'

w Falls NP C P, poy, dann gilt PH = 5.

33 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



Satz von Karp-Lipton ﬂ("'

w Falls NP C P, p0p, dann gilt PH = £5.

a d.h. die polynomielle Hierarchie fallt zusammen
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Satz von Karp-Lipton

w Falls NP C P, p0p, dann gilt PH = £5.

a d.h. die polynomielle Hierarchie fallt zusammen
w es wird aber PH 2 X5 vermutet
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Satz von Karp-Lipton

w Falls NP C P, p0p, dann gilt PH = £5.

a d.h. die polynomielle Hierarchie fallt zusammen
w es wird aber PH 2 X5 vermutet = NP & P, poyy
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Satz von Karp-Lipton

w Falls NP C P, p0p, dann gilt PH = £5.

d.h. die polynomielle Hierarchie fallt zusammen
es wird aber PH 2 X5 vermutet = NP & P, poyy

=P ANP

Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



schwere Funktionen ﬂ("'

Motivation: Bei TMs ist es schwierig, lowerbounds zu beweisen. Wie
sieht es bei Boolean Circuits aus?

34 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



schwere Funktionen ﬂ("'

Existenz schwerer Funktionen
Fir jedes n > 1 existiert eine Funktion f : {0,1}" — {0, 1}, die nicht

durch einen Boolean circuit der GréBe 27/ (10n) berechenbar ist.
(Beweis: siehe Tafel)
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schwere Funktionen ﬂ("'

Existenz schwerer Funktionen

Fir jedes n > 1 existiert eine Funktion f : {0,1}"” — {0, 1}, die nicht
durch einen Boolean circuit der GréBe 27/ (10n) berechenbar ist.
(Beweis: siehe Tafel)

Beschreibt auch nur ein solches f eine Sprache L € NP, so wéare

P £ NP
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schwere Funktionen ﬂ("'

Existenz schwerer Funktionen

Fir jedes n > 1 existiert eine Funktion f : {0,1}" — {0, 1}, die nicht
durch einen Boolean circuit der GréBe 2"/ (10n) berechenbar ist.
(Beweis: siehe Tafel)

Beschreibt auch nur ein solches f eine Sprache L € NP, so wéare
P £ NP

Bisher ist es aber nicht gelungen, das zu finden.

34 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



nonuniform hierachy theorem ﬂ("'

In etwa: Haben wir einen gréBeren Circuit zur Verfigung, dann kénnen
wir damit auch mehr berechnen.
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nonuniform hierachy theorem ﬂ("'

In etwa: Haben wir einen gréBeren Circuit zur Verfigung, dann kénnen
wir damit auch mehr berechnen.

@ Esseien T, T’ : N — IN Funktionen mit
m 2"/n>T'(n)>10T(n) > n.
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nonuniform hierachy theorem ﬂ("'

In etwa: Haben wir einen gréBeren Circuit zur Verfigung, dann kénnen
wir damit auch mehr berechnen.

m Esseien T, 7" : N — IN Funktionen mit
m 2"/n>T'(n)>10T(n) > n.
a Dann gilt SIZE(T(n)) C SIZE(T'(n))

35 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits
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Weitere Vorgehensweise

a Definition von Komplexitatsklassen

@ Einflhrung sinnvoller Beschrankungen
@ Wozu kann man Circuits denn nun verwenden?

a Neue Ansatze zur Untersuchung von Komplexitatsklassen
m Bessere Beschreibung paralleler Algorithmen

Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits
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Parallele Algorithmen ﬂ(".

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit den folgenden Fragen:
a Wie definiert man effiziente Parallelalgorithmen?
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Parallele Algorithmen ﬂ(".

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit den folgenden Fragen:
a Wie definiert man effiziente Parallelalgorithmen?

m Welche Beziehung gibt es zur Klasse der effizienten sequenziellen
Algorithmen?
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Parallele Algorithmen ﬂ(".

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit den folgenden Fragen:
a Wie definiert man effiziente Parallelalgorithmen?

m Welche Beziehung gibt es zur Klasse der effizienten sequenziellen
Algorithmen?

m Welche Beispiele gibt es fur effizient |6sbare Sprachen?

Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



38

Parallele Algorithmen ﬂ(".

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit den folgenden Fragen:
a Wie definiert man effiziente Parallelalgorithmen?

m Welche Beziehung gibt es zur Klasse der effizienten sequenziellen
Algorithmen?

m Welche Beispiele gibt es fur effizient |6sbare Sprachen?
m Was hat das ganze mit Boolean circuits zu tun?

Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



Effiziente Parallelalgorithmen ﬂ(“'
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Effiziente Parallelalgorithmen ﬂ(“'

§_>

poly(n)
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Effiziente Parallelalgorithmen ﬂ(“'

poly(n)

\ 4
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Effiziente Parallelalgorithmen ﬂ(“'

@ S

5850

poly(n)
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Effiziente Parallelalgorithmen ﬂ(“'

Definition: Ein Problem hat einen effizienten Parallelalgorithmus wenn
eine Eingabe der GroBe n mit n°(1) Prozessoren in einer Zeit von

log®") (n) geldst werden kann.

39 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



Beispiele ﬂ(".

m Addition zweier Zahlen mit carry lookahead

a Multiplikation und Division zweier Ganzzahlen

m Matrixoperationen: Produkt, Rang, Determinante und Inverse
m Graphen: kurzeste Pfade und minimale Spannbaume

40 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



Beispiel: carry-lookahead-Addition AT

Bekannt und geliebt aus den TI-Vorlesungen

(Bild aus Wikipedia)

4 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



Beispiel: carry-lookahead-Addition AT

Clou hier: Vorberechnung des carry-flags

(Bild aus Wikipedia)

4 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



Die Klasse N'C ﬂ(".

Fiir jedes d ist eine Sprache L genau dann in A'CY, wenn
m sie von einer Circuit-Familie { C,} erkannt wird, wobei
a Cj eine GroBe von poly(n) und

m eine Tiefe von O(log? n) hat und
m logspace-uniform ist

NC := U1 NC
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Die Klasse N'C ﬂ(".

Fiir jedes d ist eine Sprache L genau dann in A'CY, wenn
m sie von einer Circuit-Familie { C,} erkannt wird, wobei
Cn eine GroBe von poly(n) und

.
m eine Tiefe von O(log? n) hat und
m logspace-uniform ist

NC := U1 NC

Vergleich zu P, 50y, : NC hat stérkere Anforderungen an Tiefe und
Uniformitat

42 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



Die Klasse AC ﬂ(".

m AC' wird ahnlich zu N'C’ definiert

m Unterschied: die UND- bzw. ODER-Gatter diirfen eine unbegrenzte
Anzahl Eingange haben

® AC:=Uj»q AC!
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Die Klasse AC ﬂ(".

m AC' wird ahnlich zu N'C’ definiert

m Unterschied: die UND- bzw. ODER-Gatter diirfen eine unbegrenzte
Anzahl Eingange haben

® AC:=Uj»q AC!

Bemerkung: es gilt
m NC'C AC' Cc NCH!
a NC=AC

43 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



Zur Bemerkung AC' C N C'* ﬂ(".



Beispiel ﬂ(".

PARITY := {x| x hat ungerade Anzahl von 1en}

PARITY ¢ NC'
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Beispiel ﬂ(".

PARITY := {x| x hat ungerade Anzahl von 1en}
PARITY € NC'

Begriindung: Bindrbaum

m Wurzel des Baumes: Ausgangsknoten

m Blatter: Eingangsknoten

m linker / rechter Vorganger: Paritat des linken / rechten Teilbaumes
m logarithmische Tiefe des Baumes (klar)

(Wurzel und Blatter: Umkehren der Richtung)
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45

Beispiel ﬂ(".

PARITY := {x| x hat ungerade Anzahl von 1en}

PARITY ¢ NC'

Begriindung: Bindrbaum

m Wurzel des Baumes: Ausgangsknoten

m Blatter: Eingangsknoten

m linker / rechter Vorganger: Paritat des linken / rechten Teilbaumes
m logarithmische Tiefe des Baumes (klar)

(Wurzel und Blatter: Umkehren der Richtung)

Bemerkung: PARITY ¢ AC°

Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



P-Vollstandigkeit AT

Analog zur N'P-Vollstandigkeit, aber logspace-Transformation statt
polynomieller Transformation
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P-Vollstandigkeit AT

Analog zur N'P-Vollstandigkeit, aber logspace-Transformation statt
polynomieller Transformation

Beobachtungen: Sei L P-Vollstandig
m Le NCgdw. P =NC
@ L € LOGSPACE gdw. P = LOGSPACE
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P-Vollstandigkeit AT

Analog zur N'P-Vollstandigkeit, aber logspace-Transformation statt
polynomieller Transformation

Beobachtungen: Sei L P-Vollstandig
m Le NCgdw. P =NC
@ L € LOGSPACE gdw. P = LOGSPACE

Beispiel: CIRCUIT-EVAL

46 Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits
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PH und EXPTIME AT

Definition: Eine Circuit-Familie { Cp} =1 hei3t DC-uniform wenn die
Funktionen SIZE, TYPE und EDGE in polynomieller Zeit berechenbar
sind.

L € PH genau dann wenn L durch eine DC-uniforme Circuit-Familie
erkannt wird, wobei
1. die GréBe ist 27°" und die Tiefe konstant

2. die UND- bzw. ODER-Gatter unbegrenzte Anzahl Eingange haben
kénnen

3. alle NOT-Gatter am Eingang des Circuits sind

Wird die Forderung nach konstanter Tiefe weggelassen, erhalten wir
EXPTIME.

Simon Bischof, Philipp Christian Loewner:Boolean circuits



Fazit ﬂ(“.

Boolean Circuits

m sind interessant (hoffentlich)

m haben tatsachlich sinnvolle Anwendungsgebiete

m bieten eine neue Perspektive auf das P # N P-Problem
]

sind aber hinsichtlich der Lésung des Problems nicht weniger
kompliziert
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Danke fir eure Aufmerksamkeit!



	P/poly und ¶
	Uniformität
	P/poly und NP
	Parallele Algorithmen

