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IMatrizen eines Graphs T
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IMatrizen eines Graphs T

Karlsruhe Institute of Technology

A(G) =

Q
_ O = O
i o e T
o o+ O
OO K-
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IMatrizen eines Graphs T

Karlsruhe Institute of Technology

4 - 0 1 0 1
1 0 1 1
A(G) =
0O 1 0 O
! 3 1 1 00
3. 3 —
A® (A =
2
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IMatrizen eines Graphs T

Karlsruhe Institute of Technology

4 - 0 1 0 1
1 0 1 1
A(G) =
0O 1 0 O
1 3 1 1 0 O
3. 3 _
A3 (A3); =
2 {m:|m| =3,m = (vi,...,vi)}|
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IMatrizen eines Graphs ﬂ(IT

4 - 0 1 0 1
1 0 1 1
A(G) =
0O 1 0 O
! 3 1 1 00
3. 3 —
A® (A =
2 {m:|m| =3,m = (vi,...,v3)}|
3 _
>i(A%)i =
tr(A3) = 6 - #A
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IMatrizen eines Graphs ﬂ(IT

4 - 0 1 0 1
AG)= 1 0 11
0O 1 0 O
! 3 1 1 0 0
A2 : (A2)m =
2 {m: |m| =2, 7= (vi,...,0;)}
> (A% =
tr(42) =2-m
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IMatrizen eines Graphs ﬂ(IT

4 - 0 1 0 1
AG)= 1 011
0O 1 0 O
! 3 1 1 00
2 0 0 O
DG)=0 3 0 0
2 0O 0 1 O
0O 0 0 2
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IMatrizen eines Graphs ﬂ(IT

QO ON HPrHOHFHO
OO WO HrPrFHPrOK
O OO OO+ o
N O OO OO LK

2
2 -1 0 -1
-1 3 -1 -1
L(G) = = D(G) - A(G)
0O -1 1 O
-1 -1 0 2
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IMatrizen eines Graphs ﬂ(IT

QO ODN HPHOHFHO
OO WO HPrFrHrOKF
O R OO OO+ o
N O OO OO

2 -1 0

-1 3 -1 -1

0o -1 1 O
0 2

L(G) =

= D(G) — A(G)
1 -1
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IMatrizen eines Graphs ﬂ(IT

ordne V (strikt, total, egal) ~» v; < vy < -+ < vy,
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IMatrizen eines Graphs T

Karlsruhe Institute of Technology

ordne V' (strikt, total, egal) ~> v; < vy < -+- < vy,

-1 v<w
o:A{(v,w) {v,w} € E} —» {-1,1} o((v,w))
1 w<w
Matrizen eines Graphen Adjazenzmatrix Laplacematrix Die Spekirale Liicke Das Expander Mixing Lemma Perron-Frobenius
Robert Gorke — Spektraltheorie Sommer 2011

Ende

13/40

IMatrizen eines Graphs T

Karlsruhe Institute of Technology

ordne V' (strikt, total, egal) ~> v; < v < -+ < vy,
—1 <
o:{(v,w): {v,w} € F} - {-1,1} o((v,w)) — v
1 w<w

Gerichtete Inzidenzmatrix K(G?)

K(G%)y.e = o((v,w)) e={v,w} €k

0 sonst
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IMatrizen eines Graphs T

Karlsruhe Institute of Technology

ordne V' (strikt, total, egal) ~> v; < vy < -+- < vy,

1 <
o {(v,w) : {v,w} € BY = {~1,1} o((v,w)) — v
1 w < v

Gerichtete Inzidenzmatrix K(G?)
o((v,w)) e={v,w}eE

4 o _
f(«; )Uﬁ'_
sonst
€1
€1 €2 €3 €4
e
1 4 3 V1 -1 -1 0 0
. K(G)= v 0 1 -1 -1
3
€2 v 0 0 1 O
V4 1 0 0 1
2
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IMatrizen eines Graphs T

Karlsruhe Institute of Technology

V1 -1 -1 0 0

K=v 0 1 -1 -1
v 0 0 1 O
Vg 1 0 0 1
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IMatrizen eines Graphs T

Karlsruhe Institute of Technology

€1 €2 €3 €4 V1 () V3 V4
v1v -1 -1 0 O ez -1 0 0 1
K=v, 0 1 -1 -1 KT_e -1 1 0 0
v 0 0 1 O es 0 -1 1 O
vs 1 0 0 1 eqs 0 -1 0 1
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IMatrizen eines Graphs T

Karlsruhe Institute of Technology

€1 €2 €3 €4 V1 () V3 Vg

V1 -1 -1 0 0 €1 -1 0 0 1

K = v 0 1 -1 -1 KT — ey -1 1 0 0

v 0 0 1 O es 0 -1 1 O

vgw 1 0 0 1 eq 0 -1 0 1
Ty, .
(KK )ij =
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IMatrizen eines Graphs T

Karlsruhe Institute of Technology

€1 €2 €3 €4 V1 () V3 V4
v1v -1 -1 0 O ez -1 0 0 1
K = v 0 1 -1 -1 KT — ey -1 1 0 0
v 0 0 1 O es 0 -1 1 O
vs 1 0 0 1 eqs 0 -1 0 1
-1 i# i
(KK )ij— 0 Z#],Zoo.]
deg(vi) =
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IMatrizen eines Graphs T

Karlsruhe Institute of Technology

€1 €2 €3 €4 V1 () V3 Vg
V1 -1 -1 0 0 €1 -1 0 0 1
K = v 0 1 -1 -1 KT — ey -1 1 0 0
v 0 0 1 O es 0 -1 1 O
vgw 1 0 0 1 eq 0 -1 0 1
KK'=L=D-A
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IMatrizen eines Graphs ﬂ(IT

€1 €2 €3 €4 V1 () V3 V4

U1 -1 -1 0 0 €1 -1 0 0 1
K=v, 0 1 -1 -1 KT_e -1 1 0 0
v 0 0 1 O es 0 -1 1 O

vs 1 0 0 1 eqs 0 -1 0 1

KK'=L=D-A
= rang(L) = rang(K)
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IMatrizen eines Graphs ﬂ(IT

€1 €2 €3 €4 V1 ()

V1 -1 -1 0 0 €1 -1 0
K=v 0 1 -1 -1 FKT_e -1 1
v 0 0 1 O e3 0 -1

vgw 1 0 0 1 eq 0 -1

KKT=L=D-A
= rang(L) = rang(K) = n — dim(kern(K))

-t
~

or~roo&
—_ O O M
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IMatrizen eines Graphs ﬂ(IT

€1 €2 €3 €4 V1 () V3 V4

U1 -1 -1 0 0 €1 -1 0 0 1
K=v, 0 1 -1 -1 KT_e -1 1 0 0
v 0 0 1 O es 0 -1 1 O

vs 1 0 0 1 eqs 0 -1 0 1

KK'=L=D-A
= rang(L) = rang(K) =n —dim(kern(K)) = n—-1

zsh.
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IMatrizen eines Graphs ﬂ(IT

€1 €2 €3 €4 V1 () V3 Vg

vuv -1 -1 0 0 ez -1 0 O
K=v 0 1 -1 -1 KT_e -1 1 0
v 0 0 1 O e3 0 -1 1

vgw 1 0 0 1 es 0 -1 0

KKT=L=D-A
= rang(L) = rang(K) =n —dim(kern(K)) = n—1

zsh.

dim(Losungsraum von L -z = 0) = dim(kern(L)) = 1
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IMatrizen eines Graphs ﬂ(IT

€1 €2 €3 €4 V1 () V3 V4

U1 -1 -1 0 0 €1 -1 0 0 1
K=v, 0 1 -1 -1 KT_e -1 1 0 0
v 0 0 1 O es 0 -1 1 O

vs 1 0 0 1 eqs 0 -1 0 1

KK'=L=D-A

= rang(L) = rang(K) =n —dim(kern(K)) = n—-1
zsh.

dim(Losungsraum von L -z = 0) = dim(kern(L)) = 1

allgemeiner: k > 1 Zsg.-Komponenten: 1 ~~ k

Losungsraum = span({1,.cqg, | =1...k})
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IAdjazenzmatrlx d-regularer Graphen AT

Karlsruhe Institute of Technology

m A symmetrisch, reell = EW reell
m EW & EV & Eigenpaare:

.V S LY,

Vi , Vo , ... , Vp (orthonormales System)
m nette Eigenschaften ablesbar:

a )\1 :d, V4 :1/\/77

m zusammenhangend < Ay > A

® bipartit & A\ > — A,

® )\, hangt eng mit Expansion zusammen!
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I Laplacematrix von (d-reg.) Graphen T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(Literaturempfehlung: Dissertation von Daniel Fleischer ’09 Konstanz)

Klassische Vektorenrechnung: A(f) = V - Vf = div(grad(f))

Beispiel: f : R3 — R sei Temparaturverteilung im Raum

= grad(f) = Vf = (&, 2 o ) = (g)’;,g—;, a0y
= Veranderung der Temp als Vektorfeld

= div(grad(f)) =V - Vf = (ax’ oy’ az) (g)i? g_;v % (8x2 + 8y2 + 822)
= “Quellenhaftigkeit” / Fluss durch Kugeloberflache um Punkt

Analogon auf Graphen: f : V — R Knotenbewertung
=grad(f) =K ~  (FK)uvy=Ff—1F

= Veranderung der Knotenbewertung, auf Kanten notiert
= div(grad(f)) = K(grad(f)) ~ K(grad(f)), =

> grad(f)e — > grad(fle = df,—) f,

eraus aus u erein nach u veu
2 Quellenhaftigkeit von Knoten
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I Laplacematrix: Beobachtungen AT
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
mL=KK'
T _ 2
w fLf" = Z(u,v)eE(f(u) o f(V))

m spectrum(L) istin [0, 20]

Exkurs: Layoutproblem
Knoten sollen nah bei Nachbarn liegen, minimaler quadratischer Fehler!

G zsh. = kern(L) = span(1) =- eindeutige Losung trivial :-(

Lésung: suche v mit vL1 und ||v|| = 1, so dass vLv" = minimal
xTL
= Rayleigh-Ritz = min ﬁ = Ap_j
x € R" X'X
x L span(Vp, ..., Vh_ji1)

= nutze v,_1 und v,_o in 2D Oder andere? Animation!
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IDie Spektrale Liucke ﬂ("

d— )Xo
~ Expansion!

. . . . 0S|
Erinnerung: (edge-)expansion(ratio)(G) = h(Q) = min —
g: (edge-)expansion(ratio)(G) = h(G) := _ min  “c

(Analogon zur Cheeger-Konstante in Riemannscher Geometrie)

Theorem (Doziuk'84, Alon-Milman’'85, Alon’86)

G endlich, zusammenh., d-regular, dann:

d— )Xo
2

h(G) < vad(d-Xz)

Analogon: Sei M kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und A der
kleinste EW seines Laplaceoperators, dann:

A > h?/4
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IScharfe der Abschitzung | T
Karlsruhe Institute of Technology
d— Ao
5~ < h@G) < V2d(d- )

untere Schranke: 2 < h(G)
Betrachte Hyperwtirfel Qy:

(2 in Q3 _
o Qs a h(G) =1 (Qq_1in Qy)
2
m EW=3,1,11,
~1,-1,-1,-3

md- Ao = 2

~ scharf
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ISchérfe der Abschatzung Ii AT

d— Ao
2

< h(G) < V2d(d-»x)

obere Schranke: h(G) < /2d(d — \2)

m h(Cp) = %
Betrachte n-Zykel C: d— = 0(1)
®a—A2=0p

~~ scharf
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Liicke GroB = E ion GroB WIT
Ucke Grob = eXpansion Gro A\
Karlsruhe Institute of Technology

(Beweis Abschatzung h vs. Spektrale Licke, untere Schranke:
922 < h(G) bzw. N2 >d-—2h(G) )

Idee: geeigneten Vektor f nahe v» ausdenken!
Forderungen: f 11 und f hat ausreichend grof3en Rayleigh-Quotienten

fAfT

~~ 112
Satz v. Ray.-R. z.z.

- A d — 2h(G)

Wahl von f: B
Sei S C V h(G)-scharf (i.e., h(G) = E1Z°), || < n/2)

Setze f = |S|15s — |S|15

. fAfT n |E(S,S
I|efert:~»)\22—2:d—_-| (S, )|2d—2h(G) =4/
lul Elt
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IExpansion GroB = Liicke GroB AT

(Beweis Abschatzung h vs. Spektrale Llicke, obere Schranke:
h(G) < \/2d(d—X2) bzw. L <d-)

Idee: billigen Schnitt nahe h(G) ausdenken!
Schnitt induziert Vektor f

h? fLfT
<

- S < d-)
2d < |If[E <" ?
(i (i)

Baue f:
® man nehme v» (0BdA: mehr positive als negative Eintrage)

mfi=v) (e, fi =max(0, o))
m V' :=support(f) (i.e., VT ={x|f >0})

Merken: basierend auf v» findet man billigen Schnitt!
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L (i) und (ii KIT

H fLfT
(i (1)

~—

(i) grob: x € V*: (L), < (Lg)x = (d —X2)-9x = fLFT < (d—X2)-||f||?

f, sonst 0

(if) grob: technisch, ohne merk-wtirdigen Kniff
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IDas Expander Mixing Lemma KIT

Lemma (diverse, ab ’89)
G d-regular, A\ = max(|Az|, | An|) EW von A(G), dann:
VS, TCV: ‘|E(S, )| — @‘ < M/|S||T|

Bedeutet: |S-T-Kanten —E(S-T-Kanten)| klein, wenn X klein
= Graph ,recht zufallig, diesbezlglich

(auch genannt: discrepancy)
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I Expander Mixing Anwendungen AT
Karlsruhe Institute of Technology

vs.Tcv: g 1) - DO <A s
Betrachte (n, d, a)-Graphen: d-regular, A < ad

a Unabhangige Mengen:
vV unabh. Menge S: |S| < an

m Chromatische Zahl x(G):
V Farbe j: Knoten(j) sind unabh. Mengen = x(G) > 1/«

m Durchmesser:
~ jedes S C V hat ¢|S| neue Nachbarn
~» wachsende Kugeln um v und v begegnen sich nach O(log(n))
Schritten
= kleines « liefert Durchmesser O(log n)

m Umgekehrtes Lemma (to appear):
Abschatzung qilt fir ein p = A ,nahe“ O(p)
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IBeweis Expander Mixing Lemma KIT

m Man nehme 15 und 17, charakteristische Vektorenvon S, T
m Darstellung duch EV-Basis: 1s =), a;v;und 17 = Zj BV,
m |E(S, T)|=1sA17 = (3 aivi)A(D_; Bjv))
= aivi) - (35 8iAY)
=Y i a;fi\
= wegen oy = 15+ Z= = 15 und analog 8 =

%
(s, 7) = a2 '+ZA, 8

m aber | 27:2 )x,'Oé,ﬂ,'| < Zizg |)\i04iﬁi|\§/)\ 27:2 |aiﬁi|

SE

Def.
< Ao = AN 1 = M\/|S||T
< Mlelellflla = Allsll2l[17]l2 = Av/ISIT]
CSU nur Drehung
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IBegrlffe zu Perron-Frobenius A{]]
Karlsruhe Institute of Technology

Zugrundeliegender Graph einer reellen n x n-Matrix:
V={1,...,nfund (i,j) € Eiff A; #0

starker Zusammenhang eines gerichteten Graphen G:
3 gerichteter Pfad von u nach v, Vu,v € V

spektraler Radius p einer Matrix A: p = EWrr;ax ., By
von

EW nicht notw. reell, p nicht notw. EW

r-subharmonic: Sei A n x n Matrix, Vektor x ist r-subharmonic wenn:
X £ 0und Ax > rx

Lemma (Hilfslemmata)

Ist A eine nichtneg. n x n Matrix mit G(A) stark zsh.:
d maximales r € R so dass r-subharmonic Vektoren existieren.
Es gilt r = p, und alle solchen r-subharmonic Vektoren sind EV.
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I Perron-Frobenius Theorem ﬂ(IT

“The most important result on the eigenvalues and eigenvectors of
nonnegative matrices” [Godsil, Royle]

Theorem (Perron-Frobenius)

A reelle, nichtnegative n x n-Matrix mit zugr. Graph X stark
zusammenhangend:

@ o(A) ist einfacher EW. Ist x EV zu p, dann ist x > 0 oder x < 0
@ A, reelle, nichtnegative n x n-Matrix mit A— Ay > 0
Dann gilt p(A1) < p(A), mit Gleicheit nur bei A = A
@ 0 EWmit|0| = p, dann ist8/p h-te Einheitswurzel und fiir alle r ist

e?™'"'/'h EW (h ist Periode der Matrix).
Und alle Zykel in X haben Lange teilbar durch h.
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IZusammenfassung und Ende AT

m Adjazenzmatrix A(G), Bedeutung von A°

m Laplacematrix L(G) = D(G) — A(G)

m Inzidenzmatrix K(G) (Richtung, Knoten vs. Kanten), L = KKT

m Vielfachh. von EW 0 in L(G) gleich # Zusammenhangskomp. von G
m L(G) Analogon zu Laplace-Operator aus Vektorenrechnung

m EV von L(G) helfen bei Layouts / Clustern

m Spekirale Lilcke d — Ap vs. h: 9522 < h < \/2d(d — )\) (scharf)
a Markov-C: Gewichte ~~ conductance ~~ Konvergenz v. MC-Algos
m Expander Mixing Lemma: A = max(|Az|, |An|) EW von A(G):

vS,TCV:|IES T) - 98T < \/I8][T]
m )\ klein = @G ,recht zufallig*

m Perron-Frobenius: spektraler Radius ist einfacher EW
m Perron-Frobenius: spektraler Radius ,skaliert* mit A

Danke, Fragen
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