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1 Planare Graphen — eine anschauliche
Einfiihrung

Wir betrachten einen Graph G = (V,E) mit endlicher Menge von Knoten V endlicher
Menge von Kanten E.

Beispiel:

K4 = (V,E)
V={12734}
E= {{] ,2},{],3},{],4},{2,3},{2,4},{3,4}}

Der Ky ist ,,der* vollstdndige (ungerichtete einfache) Graph iiber 4 Knoten.

12 3 4 1 2 3
1 2

Einbettungen enthalten

Kreuzungen kreuzungsfrei

Abbildung 1.1: Verschiedene Einbettungen des K4

Ein Graph, der kreuzungsfrei (in die Ebene) eingebettet werden kann, heifit planar. Der
K4 ist planar. Sind alle (endlichen, einfachen) Graphen planar? Wir  beweisen®, dass Ks
und K3 3 nicht planar sind.

Ks = (V,E)
v:{1)2)3)4)5}

Angenommen, der Ks ist planar. Bette 0.B.d.A. Knoten 1 und alle zu 1 inzidenten
Kanten planar ein. Es gibt die Kante {2,4}, und diese induziert eine Zerlegung der
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Abbildung 1.2: Einbettung des Ks. Ist die Kreuzung notwendig?

5 2

Abbildung 1.3: Zerlegung der Ebene in zwei Gebiete.

Ebene in zwei ,,Gebiete®, das Innere des Kreises {{1 , 21 (2,4}, {4, 1}} = 1241 und dessen
AuBeres.

Jeder Weg aus dem Inneren von 1241 in das AuBere von 1241 muss den ,,Rand® (1241)
kreuzen. Die Kante {3,5} kann also nicht kreuzungsfrei gezogen werden. (Jordan’scher
Kurvensatz).

Wir betrachten nun den vollstindig bipartiten Graphen auf sechs Knoten, den K3 3.

Kzsz = (V,E)
V:{1>2>3) W,g,S}
E={{Lj}: 1<1<3,j€wg5)

Der K3 3 modelliert das ,, Wasser-Gas-Strom—Problem*, d.h. es gibt drei ,,Quellen“ w, g, s
und drei ,,Hauser“ 1, 2, 3. Jedes Haus braucht Leitungen zu allen drei Quellen.

Angenommen der K33 ist planar. Bette 0.B.d.A. den Kreis w1g2s3w kreuzungsfrei ein,
wobei {1,s} im Inneren eingebettet werde. Dann muss {2, w} ins Auflere eingebettet
werden. Unabhéngig davon wie die Kante {3, g} eingebettet wird, kreuzt sie den Kreis
wls2w. Damit folgt Lemma 1.1:
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w g S

1 2 3

Abbildung 1.4: Eine Einbettung des K3 3.

Abbildung 1.5: Inneres und Auferes des Kreis w1s2w.

Lemma 1.1. K5 und K33 sind nicht planar.

Allgemeine Fragen im Zusammenhang mit planaren Graphen sind:

— Woran erkennt man planare Graphen? Kann man ,effizient“ entscheiden, ob ein
gegebener Graph planar ist?

— Falls man weif3, dass der gegebene Graph planar ist, kann man dann ,effizient®
eine kreuzungsfreie/planare Einbettung konstruieren?

— ,straight-line embedding“: Ist jeder planare Graph so planar einbettbar, dass alle
Kanten gerade sind? .

— Wieviele planare Einbettungen gibt es zu einem planaren Graph?

Es ist leicht zu sehen, dass eine planare Einbettung nicht notwendig eindeutig ist, siehe

Abbildung 1.6.

Das Landkartenfarbungsproblem

Férbe jedes Land so, dass benachbarte Lander verschiedene Farben bekommen. Be-
trachte dazu den Nachbarschaftsgraphen (auch Konfliktgraph genannt), bei dem jedes
Land einem Knoten entspricht, und zwei Knoten durch eine Kante verbunden werden,
wenn sie eine gemeinsame Grenze haben. Der Nachbarschaftsgraph ,entspricht® dem
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2 N\ -

.

Abbildung 1.6: Das innere Gebiet von 5235 wird zum &dufleren Gebiet der Einbettung
gemacht.

Abbildung 1.7: Landkarte mit Hauptstadten und der Nachbarschaftsgraph.

Konzept des Dualgraph, das im Zusammenhang mit planaren Graphen oft verwendet
wird.

Aquivalent zum Landkartenfirbungsproblem ist dann folgendes Graphenfirbungspro-
blem: Farbe die Knoten des Nachbarschaftsgraphen so, dass zwei Knoten, die durch eine
Kante verbunden sind, verschiedene Farben haben.

Der Nachbarschaftsgraph einer Landkarte ist immer planar. Um dies zu sehen betrachten
wir folgende Konstruktion.

Verbinde jede Hauptstadt sternférmig mit den ,, Mittelpunkten® der verschiedenen
gemeinsamen Grenzabschnitte mit anderen Léndern. Fiige je zwei Verbindungen
zu einer Kante zusammen.

Dies konnte man auch allgemeiner fiir Lander auf dem Globus machen, bzw. die Ober-
fliche des Globus in eine Landkarte ,transformieren®, indem ein beliebiges Land zum
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Abbildung 1.8: Farbung des Nachbarschaftsgraphen zur Landkarte aus Abbildung 1.7.

Auferen gemacht wird. Die Groflen der Lander verdndern sich dabei, d.h. das Land,
das dem Aufleren entspricht, wird unendlich grof. Beachte, dass uns dies zu derselben
Einbettungsfrage wie vorhin fiihrt.

Das Landkartenfarbungsproblem bzw. das Graphenfarbungsproblem lésst sich trivial
16sen, indem jedes Land eine eigene Farbe erhélt. Eigentlich interessiert man sich jedoch
fiir folgende Optimierungsversion des Firbungsproblems: Konstruiere eine Farbung mit
minimaler Anzahl an Farben. Betrachtet man dabei den Nachbarschaftsgraphen einer
Landkarte, so ist dies das , klassische“ Graphenfarbungsproblem eingeschrinkt auf plana-
re Graphen. Fiir beliebige Graphen ist das Graphenfiarbungsproblem N P-schwer. (Siehe
Vorlesung ,, Theoretische Grundlagen der Informatik“.) Es ldsst sich jedoch folgender
Satz, der Vierfarbensatz beweisen.

Satz 1.2. Jeder planare Graph lisst sich mit hochstens vier Farben fdarben.

Dieser Satz wurde bereits 1852 von de Morgan formuliert und 1879 von Kempe der erste
falsche Beweis geliefert. Aufgrund dieses ,,begeisternden® Resultats wurde Kempe zum
,Fellow of the Royal Society“ gewéhlt. 1890 fand Heawood den Fehler in Kempes Be-
weis (dazu spéater mehr). 1977 wurde der Vierfarbensatz von Appel & Haken ,endgiiltig
bewiesen®“. Dieser Beweis besteht aus einer riesigen Anzahl von Fallunterscheidungen,
die durch Computereinsatz gelost werden und ist daher bei einigen Mathematiker um-
stritten. 1995 wurde ein wesentlich kiirzerer Beweis, der allerdings auch einen Computer
benutzt, von Robertson, Sanders, Seymour & Thomas angegeben. Es ist leicht zu sehen,
dass man zur Farbung des K4 auch vier Farben benotigt. Andererseits gibt es planare
Graphen, die mit weniger als vier Farben geférbt werden kénnen. Es ist jedoch auch fiir
planare Graphen N P-vollstindig, zu entscheiden, ob drei Farben ausreichen. Es ist iibri-
gens wiederum ,leicht“ (auch) fiir beliebige Graphen zu entscheiden, ob sie mit zwei Far-
ben gefiarbt werden konnen. Die zweifarbbaren Graphen sind nédmlich gerade die bipar-
titen Graphen. Eine interessante Frage ist nun allgemein:



1 Planare Graphen — eine anschauliche Einfiihrung

LHilft“ Planaritdt bei der Losung algorithmischer Probleme auf Graphen?
Gibt es weitere Optimierungsprobleme, die fiir beliebige Graphen N P-schwer
sind, fiir planare Graphen aber in P sind?

Erstaunlicherweise scheint es nicht viele solche Probleme zu geben. Ein weiteres Beispiel
eines N'P-schweren Problems, das fiir planare Graphen in P ist, ist das ,MAX-CUT-
Problem®. Wir werden dieses Problem hier behandeln. Allgemein scheint die Eigenschaft
der Planaritét bei ,,Schnittproblemen® oder ,,Zerlegungsproblemen® in Graphen vorteil-
haft zu sein. Betrachte etwa folgendes ,, Zerlegungsproblem*:

Gegeben sei ein Graph G = (V,E). Finde eine Kantenmenge S minimaler
oder zumindest kleiner Grofle, so dass G durch Entfernen von S in disjunkte
Graphen G; = (V7,Eq) und G, = (V>, E3) ,,zerfallt” mit

Vi <o« V] fir i=1,2,0<a<1.

Diese Fragestellung werden wir spéater wieder aufgreifen, wenn wir das ,, PLANAR-SEPARA-
TOR-THEOREM® beweisen. Wie kann Planaritédt bei solchen Schnittproblemen helfen?
Es gibt eine schéne Korrespondenz zwischen Kreisen und Schnitten in planaren Gra-
phen:

— Schnitte in G korrespondieren zu Kreisen im ,,Dualgraph® von G.

— Die Grdfien von Schnitten in G korrespondieren zu Ldngen von Wegen im ,Dual-
graph“ von G.

Allgemein kann also die Korrespondenz zwischen ,, Konfigurationen* im planaren Graph
G und entsprechenden , Konfigurationen® in seinem Dualgraph bei der Losung algorith-
mischer Probleme helfen. Ein weiterer Vorteil planarer Graphen besteht darin, dass man
bei gewissen algorithmischen Vorgehensweise wie Tiefen— und Breitensuche eine planare
Einbettung des Graphen ausnutzen kann. Dies scheint vor allem bei Wegeproblemen,
Steinerbaumpackungsproblemen und dem Menger-Problem eine erfolgreiche Strategie
zu sein, wie wir spéter sehen werden.

— Man kann beziiglich einer beliebigen aber festen Einbettung ,Inneres®, Auferes*,
,rechts von“, | links von* ...zur Konstruktion und Argumentation verwenden.

Weitere Vorteile planarer Graphen sind:

— Wegen ihrer ,,guten Zerlegbarkeit® ldsst sich sehr gut das ,, Divide-and-Conquer*-
Prinzip anwenden.

— Es gibt Aussagen iiber
— die Knotengrade im planaren Graphen,

— die maximale Kantenzahl,
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Abbildung 1.9: Eine % — %—Zerlegung durch Wegnahme von 4 Kanten und der entspre-
chende Weg der Léange 4 im Dualgraph.

— den maximalen Zusammenhang,

ey

die ,,direkt” aus der Planaritét folgen.

10



2 Grundlegende Eigenschaften planarer
Graphen

2.1 Grundlegende Eigenschaften

Ein Graph G = (V,E) besteht aus einer endlichen Menge V von Knoten und einer
endlichen Menge E von Kanten, sowie einer Vorschrift, die jeder Kante e € E genau zwei
Knoten u,v € V, ihre Endknoten, zuordnet (uw = v moglich). Sind die beiden Endknoten
u,v von e identisch, so heifit e Schlinge; wir sagen allgemein, dass Kante e Knoten u
und v verbindet.

Knoten, die durch eine Kante verbunden sind, heiflen benachbart. Zu v € V definie-
re die Nachbarschaft N(v) := {u € V : u ist zu v benachbart}. Ist der Knoten v ein
Endknoten der Kante e, so heiflen v und e inzident. Ebenso heiflen zwei Kanten, die
einen gemeinsamen Endknoten haben, inzident. Haben Kanten eq,...ex, k > 2 beide
Endknoten gemeinsam, so heiflen sie Mehrfachkanten. Falls G = (V, E) keine Schlingen
und keine Mehrfachkanten besitzt, so heifit G einfach. In diesem Fall kann E als Teil-
menge von {{u, vi:u,v e V,u# v} aufgefasst werden. Der Grad von v, bezeichnet mit
d(v), ist die Anzahl der zu v inzidenten Kanten. In einem einfachen Graphen ist also

d(v) .= [N(v)|.

Eine Folge vpoeivies ... vi_1exvy von Knoten und Kanten in G, fiir die vi_; und v; End-
knoten von e; sind und e; # ej i, ist ein Weg von vy (Anfangsknoten) nach vy (End-
knoten). Die Linge des Weges ist die Anzahl der durchlaufenen Kanten. Ist G einfach,
so geben wir bei einem Weg in G die Kanten nicht explizit an. Ein Weg ohne Kno-
tenwiederholung heifit einfach. Ein Weg, fiir den Anfangs- und Endknoten identisch
sind, heifit Kreis oder Zykel. Ein Kreis, an dem (auler Anfangs- und Endknoten) alle
Knoten verschieden sind, heifit wiederum einfach. G = (V, E) heiBt zusammenhdingend,
wenn es zwischen je zwei Knoten aus V einen Weg in G gibt, ansonsten ist G unzu-
sammenhdingend. Da die ,,Wegverbundenheit* eine Aquivalenzrelation ist, zerfillt jeder
Graph eindeutig in zusammenhingende Komponenten, seine Zusammenhangskomponen-
ten.

Ein Graph G = (V, E) kann dargestellt werden, indem man die Knoten aus V auf Punkte
in der Ebene abbildet, und die Kanten aus E als Jordan—Kurven (stetige, sich selbst nicht
kreuzende Kurven) zwischen den Endpunkten.

Ein Graph G = (V,E) heifit planar, wenn es eine Darstellung von G gibt, in der sich
die Kanten nicht kreuzen, also nur in Knoten treffen. Eine solche Darstellung nennen

11



2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen

wir dann auch planare Finbettung. Eine planare Einbettung eines Graphen zerlegt die
Ebene in Facetten (Gebiete, Flichen).

Offensichtlich gibt es zu jedem Knoten v bzw. zu jeder Kante e eines planaren Graphen ei-
ne Einbettung, bei der v bzw. e auf dem Rand der &ufleren Facette liegt:

Betrachte eine Einbettung auf der Kugel und ,rolle diese so in der Ebene aus, dass
die/eine Facette, die v bzw. e auf ihrem Rand hat, zur duleren Facette wird.

fs n=8 Knoten
m=11 Kanten
f = 5 Facetten
fa
o

Abbildung 2.1: Knoten, Kanten und Facetten eines planaren Graphen.

Jede Kante, die auf einem einfachen Kreis liegt, grenzt an genau zwei Facetten an; alle
anderen an genau eine Facette.

Im folgenden bezeichne immer n = |V|, m = |E| und f die Anzahl der Facetten. Der Satz
von Euler (bewiesen 1750) beschreibt den Zusammenhang zwischen n, m und f in einem
planaren Graphen.

Satz 2.1. Satz von Euler
In einem zusammenhdngenden planaren Graph G = (V,E), mit [V| =n, |E| = m und f
Anzahl der Facetten gilt fiir jede seiner planaren Finbettungen

n—m+f=2.

Beweis. Wir fithren eine Induktion iiber m durch. Fiir m = 0 besteht G aus einem
einzelnen Knoten und n —m+f =1+ 1 =2 gilt. Sei nun m > 1.

Fall 1: Wenn G einen Kreis enthélt, so gibt es eine Kante e, die wir aus G entfernen
konnen, so dass G’ = (V, E\{e}) immer noch zusammenhéngend ist. Die beiden Fa-
cetten von G, die an e angrenzen, werden durch Wegnahme von e zu einer Facette,
d.h. die Anzahl der Facetten f’ von G’ erfiillt f" = f — 1. Nach Induktionsvoraus-
setzung ist

n—(m-1)+f =2,

also folgt die Behauptung fiir G.

12



2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen

Fall 2: Enthélt G keinen Kreis, so besitzt er genau eine Facette und zerfillt durch
Wegnahme einer beliebigen Kante e in zwei zusammenhéngende Graphen G; =
(Vi,Eq) und G, = (V2, Ez) mit ny = [V4], ny = [Vo|, my = [E4], ma = [E5| und
ni+n; =n, my+m; = m—1. Fiir G; bzw. G, gilt nach Induktionsvoraussetzung,
dass

n—m+f=Mm;+ny)—(Mmy+my+1)+1
=Ny —m; +nN;—my
=1+1=2 O

Folgerung 2.2. Fin zusammenhdngender, planarer Graph ohne Kreise besitzt n — 1
Kanten.

Ein zusammenhéngender Graph ohne Kreis heifit Baum und ist offensichtlich immer
planar.

Folgerung 2.3. FEin planarer, einfacher Graph mit n > 3 Knoten hat hochstens 3n—6
Kanten.

Beweis. Betrachte einen planaren Graphen G. Wir kénnen annehmen, dass G maximal
planar ist, d.h. unter allen Graphen mit n Knoten maximale Kantenzahl hat. In einer
Einbettung von G muss dann jede Facette durch genau drei Kanten begrenzt sein. Insbe-
sondere ist G zusammenhédngend. Da jede Kante zwei Facetten begrenzt, gilt 3-f = 2-m.
Also gilt mit Satz 2.1, dass m = 3n — 6. O

Lemma 2.4. Sei G ein planarer, einfacher Graph mit . > 3 Knoten, dy.x(G) bezeichne
den Mazximalgrad in G und ny die Anzahl der Knoten in G mit Grad i, 0 < 1 < dp.x(G).
Dann gilt

6N+t N +4 - +3 - n3+2-ng+ns>
TL7—|-2'T13+3'T19+"'+(dmax(G)_6)'ndmax—I_]z'

dmax (G) dmax ( G)
Beweis. Offensichtlichistn= ) mnyund2-m= ) 1i-n
i=0 iz0

Da wegen Folgerung 2.3 gilt, dass én > 2m + 12 ist, folgt

dmax (G) dmax(G)
i=0 i=0

Folgerung 2.5. Jeder planare, einfache Graph enthdlt einen Knoten v mit d(v) <5.

13



2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen

2.2 Charakterisierung planarer
Graphen

Wir wollen nun untersuchen, wie sich planare Graphen charakterisieren lassen. FEi-
ne zentrale Rolle spielt dabei der Satz von Kuratowski, der planare Graphen anhand
von verbotenen Subgraphen charakterisiert. Ein Graph H = (V(H), E(H)) heifit Sub-
graph (Teilgraph) von G = (V,E), falls V(H) € V und E(H) C E. Eine Teilmenge
V' C V induziert einen Subgraph H = (V' E(H)) von G durch E(H) := {e € E :
beide Endknoten von e sind in V'}, genannt knoteninduzierter Subgraph. Jede Teilmen-
ge B/ C E induziert einen Subgraph H = (V(H),E’) von G durch V(H) :={v € V :
es gibt eine Kante e € E/ mit Endknoten v}, genannt kanteninduzierter Subgraph.

Ein Graph H ist eine Unterteilung von G, wenn H aus G entsteht, indem Kanten von G

durch einfache Wege iiber neu eingefiigte Knoten ersetzt werden. Alle neu eingefiigten
Knoten haben also Grad 2 (siche Abbildung 2.2).

G H

Abbildung 2.2: H ist eine Unterteilung von G.

Bemerkung.
1. Ein Graph, der einen nicht planaren Subgraph besitzt, ist nicht planar.

2. Ein Graph, der eine Unterteilung eines nicht planaren Graphen ist, ist nicht pla-
nar.

3. Ein Graph, der eine Unterteilung eines nicht planaren Graphen als Subgraph be-
sitzt, ist nicht planar.

Wir wollen nun die planaren Graphen vollstdndig durch verbotene Subgraphen charak-
terisieren. Vorab bendétigen wir noch den Begriff des k-fachen Zusammenhangs. Eine
Menge S C V heif3it Separator von G = (V, E), falls der durch V\S induzierte Subgraph
von G unzusammenhéngend ist. S trennt die Knoten u,v € V\S, falls u und v in dem

14



2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen

durch V\S induzierten Subgraph (bezeichnet mit G — S) in verschiedenen Zusammen-
hangskomponenten liegen (sieche Abbildung 2.3).

Wir definieren den Knotenzusammenhang Kg(u,v) zweier Knoten u und v bzw. den
Knotenzusammenhang k(G) des Graphen G wie folgt.

V| —1, falls{u,v} € E
Ke(w,v) = min S|, sonst.

scy,
S trennt w und v

K(G) = min {SLIvI=1} = 1irgeane(u,v)

S Separatof von G

Eine Menge S C E heif3it Schnitt von G = (V, E), falls der durch E\S induzierte Subgraph
von G unzusammenhéngend ist, d.h. in Graphen G; = (V;, ), G2 = (V>, E;) zerfillt,
mit ViUV, =V, ViNnV, =0, E;UE, = E\S, E;NE, = (), wobei alle Kanten aus S einen
Endknoten in V; und einen Endknoten in V, haben. S trennt die Knoten u,v € V, falls
u und v in dem durch E\S induzierten Subgraph (bezeichnet mit G—S) in verschiedenen
Zusammenhangskomponenten liegen.

Entsprechend definieren wir den Kantenzusammenhang Ag(u,v) zweier Knoten u und v,
bzw. den Kantenzusammenhang A(G) des Graphen G wie folgt.

Aglu,v) = i S
clu,v) min S|
S trennt wund v
AG) = min S| = min Ag(u,v
() min S = min Ac(u,v)

Vv

Abbildung 2.3: S trennt u und v.
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2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen

Ein Schnitt S mit |S| = 1 heifit Bricke. G heifit k-fach knoten- bzw. kantenzusam-
menhdngend, falls k < k(G) bzw. k < A(G). Zwei Wege in einem Graphen G heiflen (in-
tern) knotendisjunkt, wenn sie (auBer den Endknoten) keine gemeinsamen Knoten enthal-
ten und kantendisjunkt, wenn sie keine gemeinsame Kante enthalten.

Satz 2.6 (Satz von Menger (1927), ohne Beweis).
Seien s und t zwei Knoten eines Graphen G, s und t nicht adjazent bei der knotendis-
Junkten Version.

— kg(s,t) > k genau dann, wenn es k paarweise intern knotendisjunkte Wege zwi-
schen s und t in G gibt.

— Ag(s,t) > k genau dann, wenn es k paarweise kantendisjunkte Wege zwischen s
und t in G g¢ibt.

Der Satz von Menger ist ein typisches Beispiel einer Dualititsaussage, d.h. Dualitét
zwischen einem Minimum (hier Grofle des Separators bzw. Schnittes) und einem Ma-
ximum (hier Anzahl disjunkter Wege). Die kantendisjunkte Version des Satzes ist ein
Spezialfall des Max-Flow-Min-Cut-Theorems (alle Kantenkapazitéiten sind eins), das in
der Vorlesung ,, Algorithmentechnik* bewiesen wurde.

Folgerung 2.7. Ist S C V ein Separator, der s und t trennt und |S| = kg(s,t) =Xk, so
gibt es auch zwei ,Biindel” von jeweils k intern knotendisjunkten Wegen von s nach S
und von t nach S, die jeweils zu verschiedenen Knoten in S fiihren.

'S

Abbildung 2.4: Tllustration zu Folgerung 2.7.

Satz 2.8 (Satz von Kuratowski (1930)).
Ein Graph ist genauw dann planar, wenn er keine Unterteilung von Ks oder Kis als
Subgraph enthdlt.

16



2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass Ks und Kz 3 nicht planar sind. Damit ist klar,
dass ein planarer Graph keine Unterteilung des Ks bzw. K33 als Subgraph enthalten
kann. Es bleibt zu zeigen, dass jeder Graph, der keine Unterteilung des Ks bzw. K3 3 als
Subgraph enthélt, planar ist.

Wir fithren eine Induktion iiber die Anzahl n der Knoten des Graphen G = (V, E) durch.
Fiir n < 4 gilt die Behauptung, da K4 planar ist. Fiir n > 5 fiithren wir eine Induktion
iiber die Anzahl m der Kanten des Graphen durch.

Wenn der Graph m = 0 Kanten enthilt, ist G trivialerweise planar. Gelte also die
Behauptung fiir alle Graphen mit weniger als n Knoten oder n Knoten und echt weniger
als m Kanten. G = (V, E) sei ein Graph mit |V| =n > 5 und [E| = m. Wir machen eine
Fallunterscheidung nach k(G).

Fall 1: k(G) =0
Nach Induktionsvoraussetzung kann jede Zusammenhangskomponente von G pla-
nar eingebettet werden; also ist auch G planar. [

Fall 2: k(G) =1
Es gibt einen Knoten v, so dass {v} ein Separator von G ist. G kann also auch zerlegt
werden in zwei kantendisjunkte Graphen G; = (V;,E;) und G, = (V5, E5) mit
E;UE, = E, E;NE; = (. Nach Induktionsvoraussetzung kénnen G; und G, planar
eingebettet werden, und zwar so, dass v jeweils auf dem Rand der &ufleren Facette
liegt. Aus diesen Einbettungen erhélt man dann auch eine planare Einbettung

von G (siehe Abbildung 2.5). n

G1 G2

Abbildung 2.5: {v} ist Separator von G.

Fall 3: k(G) =2
Es gibt einen Separator {u,v} und G kann zerlegt werden in G; = (V;,E;) und
G, = (Vo,Es)mit ViUV =V, VinV, ={u,v, E=E;UE,und E;NE, =0
bzw. E1 N E; = {u, v}}, falls {u, v} € E, siche Abbildung 2.6.

Falls {u,v} € E, so kénnen nach Induktionsvoraussetzung G; und G; so planar
eingebettet werden, dass {u,v} jeweils auf dem Rand der dufleren Facette liegt.
Daraus erhélt man dann auch eine planare Einbettung von G.

Falls e := {u, v} ¢ E, so betrachte G;+e (= (V7,E;U{e})) und G, + e. Wir zeigen,
dass auch G; + e und G; + e planar sind. Nach Induktionsvoraussetzung geniigt
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2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen
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Abbildung 2.6: {u, v} ist Separator von G.

es dazu, zu zeigen, dass sie keine Unterteilung des Ks bzw. K33 enthalten. Falls
G+ e eine Unterteilung des Ks oder des K3 3 enthalten wiirde, so miisste diese die
Kante e enthalten. Da k(G) = 2, ist auch k(G;+e) > 2. Es gibt also in G; jeweils
einen Weg P; von u nach v, i = 1,2. Dann enthielte aber auch G; + P;, mit i #j
eine Unterteilung des Ks bzw. des K3 3, die P; enthélt und somit enthielte G eine
solche Unterteilung. Dies ist ein Widerspruch.

Wir kénnen also wieder G; + e so planar einbetten, dass e auf dem Rand der
duBeren Facette liegt, und erhalten daraus eine planare Einbettung fiir G. [

Fall 4: x(G) > 3
Sei e = {u, v} eine beliebige Kante und G’ := G — e. Wir unterscheiden die beiden
Fille kg/(u,v) =2 und kg/(u,v) > 3.

Abbildung 2.7: Illustration von Fall 4.1: {a, b} ist Separator von G — e.

Fall 4.1: kg/(u,v) =2
Es gibt einen Separator {a, b}, der u und v in G’ trennt. G’ kann dann an den Kno-
ten a, b zerlegt werden in Subgraphen G; = (Vj, E1) und G) = (V>, E2) bestehend
aus den durch Wegnahme von {a, b} induzierten Subgraphen jeweils zusammen
mit a,b und den dazu inzidenten Kanten zu Knoten im Subgraph. Es ist also
ViuVvo =V, VinV,={a,b},uecVy, veV, E;UE;, = E\{e} und E, NE, =10
bzw. E; N E; ={{a, b}}, falls {a, b} € E.

Da n > 5 ist, existiert ein weiterer Knoten c, wobei 0. B.d. A. ¢ in G} sei. Fiige,

18



2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen

falls noch nicht vorhanden, die Kanten {a, b}, {a,v} und {b,v} ein, und nenne
dieses ,,Dreieck” D (siehe Abbildung 2.7).

Setze G1 := G} + D + e und G, := G5+ D. Dann haben G; und G; genau D
gemeinsam. Fiir G; und G ist die Induktionsvoraussetzung erfiillt, da sie beide
echt weniger Knoten als G haben. Wir gehen nun folgendermaflen vor:

a

Abbildung 2.8: Illustration von Fall 4.1. Einbettung von Gy in das Dreieck von G,.

G; und G; werden so eingebettet, dass D jeweils eine Facette ist, und zwar die
dulere Facette von G und eine innere von G;. Fiir G wird dann bewiesen, dass ba-
sierend auf diesen Einbettungen ebenfalls eine planare Einbettung existiert. Dabei
wird Gy in G, eingebettet (siche Abbildung 2.8).

Zunéchst muss natiirlich gezeigt werden, dass G; und G, planar sind, d.h. D
keinen Ks oder K3 3 ,,zulésst, und dartiber hinaus, dass Gy, G, geeignet (wie oben)
einbettbar sind.

Abbildung 2.9: Illustration von Fall 4.1. {a, b, v} ist ein Separator, der u und c trennt.

Da k(G) > 3 ist, gibt es drei knotendisjunkte Wege in G, die u und ¢ verbinden.
Die Menge {a, b, v} muss in G ein Separator sein, der u und ¢ trennt. Also gehen
alle drei Wege von u nach ¢ durch diesen Separator. Entsprechend existieren die
beiden Biindel knotendisjunkter Wege von ¢ nach {a, b, v} und von u nach {a, b, v}
(siche Abbildung 2.9).
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2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen

Wir zeigen: Enthielte nun G; oder G, eine Unterteilung des Ks oder Kz 3, die
Kanten aus D benutzt, so gidbe es auch in G eine Unterteilung des Ks bzw. des
K33, die gegebenenfalls {iber geeignete Wege von c¢ nach a,b und v, bzw. von u
nach a,b und v gingen.

Annahme 4.1.1: G; enthélt eine Unterteilung von Ks oder Kz 3, die Kanten aus D
benutzt.
Wenn sie nur eine der Kanten aus D benutzt, so kann diese leicht durch einen
entsprechenden Weg iiber ¢ in G simuliert werden. Alle drei Kanten aus D kénnen
nur bei einem Ks benutzt werden, in dem v nicht Unterteilungsknoten ist. Ein
solcher Ks kann aber nicht existieren, da dg,(v) = 3. Ebenso kann es keinen
Ks oder K33 geben, der zwei Kanten aus D benutzt und den zu diesen beiden
Kanten inzidenten Knoten a,b oder v nicht als Unterteilungsknoten benutzt (Ks
fithrt zu Unterteilung von K3 3. Werden zwei Kanten aus D fiir einen Ks oder K3 3
benutzt, so konnen diese zusammen mit dem Knoten (a, b oder v), der zu beiden
Kanten inzident ist, durch ¢ mit geeigneten Wegen simuliert werden. Also fiihrt
die Annahme zu einem Widerspruch. o

Abbildung 2.10: Ilustration zu Fall 4.1.2.

Annahme 4.1.2 G, enthilt eine Unterteilung von Ks oder K33, die Kanten aus D
benutzt.
Eine einzelne Kante aus D kann wiederum leicht durch einen Weg iiber u simuliert
werden. Wenn alle drei Kanten aus D benutzt werden, so gibt es einen Ks, also zwei
weitere Knoten in G, die knotendisjunkte Wege zu a, b und v haben. Dann wiirde
aber u mit diesen beiden Knoten und den Knoten a, b, v und den entsprechenden
Wegen eine Unterteilung des K33 in G sein (siche Abbildung 2.10).

Werden zwei Kanten aus D fiir eine Unterteilung des K5 benutzt, so kann wiederum
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2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen

ahnlich wie eben eine Unterteilung des K33 in G konstruiert werden. Zwei Kanten
aus D zusammen mit dem Knoten, der zu diesen beiden Kanten in einer Unter-
teilung des K3 3 inzident ist, konnen durch entsprechende Wege {iber u zusammen
mit u simuliert werden. o

Wir kénnen nun G; und G, so planar einbetten, dass D eine Facette begrenzt.
Betrachte dazu eine planare Einbettung von G;. Angenommen in dieser Einbettung
gibt es Knoten x und y im Inneren bzw. AuBeren von D. Da kg(x,y) > 3 ist, gibt
es drei disjunkte Wege in G von x zu a, b, v bzw. y zu a, b, v. Zusammen mit
den Wegen (die nicht in Gy liegen) von ¢ zu a, b und v gibt es dann aber einen
K33 in G. Die Argumentation ist analog fiir G,. &

Fall 4.2: kg/(u,v) >3
Nach Induktionsvoraussetzung ist G’ planar. Betrachte also eine planare Einbet-
tung von G’. Liegen u und v auf dem Rand einer gemeinsamen Facette, so kann
die Kante {u, v} = e innerhalb dieser Facette ebenfalls planar eingefiigt werden.

Vg V31
o
7
// \\ Wl
Vian .~ AN
o >
~ N
- . \\
. ;
7 N
.- Va W, e
7
o ---- @ - --@--—-—--- o
N Y,
u N Viz - Va2 s
\\ V2 s
@ .7
~N Ve
~ s
Vo3 N e W;
A 7
e
""" V33

Abbildung 2.11: Illustration zu Fall 4.2.

Den anderen Fall fithren wir zum Widerspruch: Betrachte also die Facetten, die
an u grenzen. Da kg/(u,v) > 3, gibt es mindestens drei disjunkte Wege W7, W,
und W3 von u nach v in G’, also auch mindestens drei Facetten, die an u grenzen.
Die Réander dieser Facetten induzieren wiederum mindestens drei Wege V4, V3 und
V3 um u herum. Wir fithren den Beweis fiir den Fall, dass es genau drei Facetten
gibt, die an u angrenzen. Die Argumentation fiir den Fall, dass es mehr als drei
angrenzende Facetten gibt, ist analog.

Sei vy; jeweils der gemeinsame Knoten von Vi und Wj. Wir zeigen, dass je nachdem
ob die entsprechenden beiden Knoten aus Wj identisch sind oder nicht, es nun eine
Unterteilung des K33 oder des Ks in G gibt (siche Abbildung 2.11).
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2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen

Abbildung 2.12: Fall 4.2 a).

Va1

NN

Abbildung 2.13: Fall 4.2 b).

a) Vij = Vy fiir alle j € {1,2,3}
Dies ist Unterteilung des Ks.

b) vij = vy fiir genau zwei der j € {1,2,3}
Dann ergibt sich eine Unterteilung des K3 3.

¢) vy = vy fiir genau ein j € {1,2,3}
Dann ergibt sich eine Unterteilung des K3 3.

d) keine Gleichheit
Dann ergibt sich eine Unterteilung des K3 3. & [

Somit haben wir gezeigt, dass sich G planar einbetten lésst, falls G keine Unterteilung

von Ks oder K33 enthilt. O

Zu einem beliebigen Graphen G = (V, E) konnen wir den dazu korrespondierenden ein-
fachen Graphen betrachten, der entsteht, indem alle Schleifen aus G entfernt werden und
Kanten mit denselben Endknoten zu einer Kante zusammengefasst werden.
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2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen

S,

Abbildung 2.14: Fall 4.2 ¢)

&)

Abbildung 2.15: Fall 4.2 d).

Offensichtlich ist ein Graph planar genau dann, wenn der korrespondierende einfache
Graph planar ist.

Der Satz von Kuratowski liefert also auch eine Charakterisierung nicht einfacher, plana-
rer Graphen. Mit dem Satz von Kuratowski haben wir die planaren bzw. nicht planaren
Graphen vollstandig charakterisiert. Wie niitzlich ist der Satz von Kuratowski aus algo-
rithmischer Sicht?

Ein Algorithmus, der basierend auf der Aussage dieses Satzes fiir einen beliebigen Gra-
phen untersucht, ob dieser planar ist, wiirde Subgraphen betrachten, und entscheiden,
ob diese Unterteilungen des K3 3 oder Ks sind. Es gibt mindestens 2™ Subgraphen. Die-
ses Verfahren scheint also nicht effizient zu sein. Man konnte anhand des Beweises einen
effizienten Algorithmus angeben. Es gibt verschiedene effiziente Algorithmen zum Testen
auf Planaritat mit Laufzeit O(n) [].
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2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen
2.3 Dualgraph

Betrachte einen planaren Graphen G = (V,E) mit einer festen Einbettung. F sei die
Menge der Facetten von G bzgl. dieser Einbettung. Definiere dazu einen Graphen G* =
(V* E*) wie folgt:

G=(V,E)

G*

Abbildung 2.16: Ein planar eingebetteter Graph G und sein Dualgraph G*.

Zu jeder Facette aus F gibt es einen Knoten in V*, und zu jeder Kante e € E gibt es
genau eine duale Kante e* € E*, die die beiden Knoten aus V* verbindet, welche den
Facetten aus F entsprechen, an die e angrenzt. G* heit geometrischer Dualgraph (oder
nur Dualgraph) zu G (siehe Abbildung 2.16).

Beobachtung.

1. Der Dualgraph G* zu einem einfachen planaren Graphen G ist nicht notwendig
einfach. G* besitzt genau dann Mehrfachkanten, wenn es zwei benachbarte Facetten
qibt, die mehr als eine begrenzende Kante gemeinsam haben. G* enthdlt genau dann
eine Schleife, wenn G eine Briicke enthdlt.

2. Offensichtlich ist G* wieder planar und (G*)* = G. Jedoch nur, wenn man G* mit
seiner ,kanonischen® Einbettung, die durch die Einbettung von G bestimmt wird,
betrachtet.

3. Zu einem planaren Graphen G gibt es mdglicherweise mehr als einen Dualgra-
phen G*, da G ja mdglicherweise mehrere verschiedene Finbettungen besitzt.

Lemma 2.9. Sei G = (V,E) ein planarer Graph und G* = (V*,E*) sein Dualgraph
(bzgl. einer festen Finbettung).

S C E bildet einen Schnitt in G genau dann, wenn die Menge der entsprechenden
Kanten S* C E* Kreise in G* bildet.

S C E bildet Kreise in G genau dann, wenn die Menge der entsprechenden Dualkanten
S* C E* einen Schnitt in G* bildet.
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2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen

Knoten mit Grad 5
kein Knoten mit Grad 5

Abbildung 2.17: Verschiedene Dualgraphen desselben Graphen.

G
G*

Abbildung 2.18: Tllustration zu Lemma 2.9.

Beweis. Da (G*)* = G ist, sind die beiden Falle natiirlich dquivalent. Sei 0.B.d.A. G
zusammenhéingend und S* eine Menge von Kreisen im Dualgraph G* (bzgl. einer festen
Einbettung). Die Kanten aus G, die dual zu S* sind, trennen gerade alle Knoten von G
im Inneren der Kreise $* von den Knoten des Aufieren der Kreise von S*. O

2.4 Suchmethoden in planaren
Graphen

Bekannte Suchmethoden in Graphen sind die Tiefensuche (DFS) und die Breitensuche

(BFS), und werden in der Grundvorlesung ,, Algorithmen und Datenstrukturen* behan-
delt.

Die Grundidee der Tiefensuche besteht darin, dass der Graph systematisch ,,durchsucht*
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2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen

wird, d.h. Knoten und Kanten werden besucht, wobei in einem , Suchschritt“ wenn
moglich weitergegangen wird zu einem ,neuen“ Knoten. Die Grundidee der Breiten-
suche besteht darin, dass der Graph systematisch ,durchsucht® wird, wobei in einem
Suchschritt zunéchst alle Nachbarn eines Knoten besucht werden, bevor von dem als
ersten besuchten Nachbarn aus weitergegangen wird. Konkrete Implementationen ei-
ner Tiefen- bzw. Breitensuche héngen u.a. davon ab, welches , Ergebnis“ gewiinscht
wird.

Knoten-DFS. Wihle einen beliebigen Knoten aus, markiere ihn und lege ihn auf einen
sStapel“. Solange der Stapel noch einen Knoten enthélt, betrachte den obersten Knoten v
auf dem Stapel.

Suchschritt an v:
Falls v einen unmarkierten Nachbarn besitzt, markiere ihn und lege ihn auf den
Stapel, und ,,speichere® die entsprechende Kante.

backtrack:
Ansonsten entferne v von dem Stapel.

Wahlfreiheit:
Welcher unmarkierte Nachbar bzw. welche Kante zu einem unmarkierten Nachbar
wird ausgewahlt?

Abbildung 2.19: Ein Beispiel einer Knoten-DF'S.

Knoten-BFS. Wihle einen beliebigen Knoten aus, markiere ihn und héinge ihn an eine
,» Warteschlange“ an. Solange die Warteschlange noch einen Knoten enthélt, betrachte
den vordersten Knoten v in der Warteschlange.

Suchschritt an v:
Falls v einen unmarkierten Nachbarn besitzt, markiere ihn und hénge ihn an die
Warteschlange, und speichere die entsprechende Kante.
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2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen

backtrack:
Ansonsten entferne v aus der Warteschlange.
)
2 13
10
1 11
4 12
9

Abbildung 2.20: Ein Beispiel einer Knoten-BFS.

Wieder gibt es Wahlfreiheit in jedem Suchschritt. Ublicherweise kann diese Wahl dadurch
festgelegt werden, wie der Graph ,organisiert® ist. Das kann z.B. folgendermaflen sein:
Fiir jeden Knoten gebe es eine Liste seiner Nachbarn. Wéhle den néchsten unmarkierten
Knoten in der Liste. Bei planaren Graphen konnte diese Liste entsprechend der Einbet-
tung des Graphen im ,, Gegenuhrzeigersinn® zyklisch angeordnet sein. Als ndchste Kante
kann dann die Kante direkt [links neben der vorherigen Kante angesehen werden. Dies

ist gleichzeitig die rechteste bisher unbesuchte Kante relativ zur vorherigen Kante. Dies
filhrt zur RIGHT-FIRST bzw. LEFT-FIRST Auswahl.

RIGHT-FIRST-Kanten-DFS. Waihle eine beliebige Kante e mit Endknoten u und v
aus. Orientiere sie von u — v und lege sie auf einen Stapel. Solange der Stapel noch eine
Kante enthilt, betrachte die oberste Kante e auf dem Stapel.

Suchschritt an e:
Falls der , Einlaufknoten* von e inzident ist zu einer nichtorientierten Kante, so
orientiere die rechteste nichtorientierte Kante relativ zu e und lege sie auf den
Stapel.

backtrack:
Ansonsten entferne e vom Stapel.

LEFT-FIRST-Kanten-BFS. Waihle eine beliebige Kante mit Endknoten u und v aus.
Orientiere sie von u — v und hénge e an eine Warteschlange. Orientiere alle von
u ausgehenden Kanten von u — w, wobei w anderer Endknoten und hénge sie der
Reihe nach von links nach rechts relativ zu e an die Warteschlange an (siche Abb. 2.22).
Solange die Warteschlange nicht leer ist, betrachte den Einlaufknoten v der vordersten
Kante e.
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2 Grundlegende Eigenschaften planarer Graphen

Abbildung 2.22: Reihenfolge der Kanten in der Warteschlange beziiglich Startkante e.

Suchschritt an e:
Falls dieser inzident ist zu einer nichtorientierten Kante, so orientiere die linkeste
nichtorientierte Kante relativ zu e von v — u, wobei u anderer Endknoten und
hénge sie an die Warteschlange an.

backtrack:
Ansonsten entferne e aus der Warteschlange.
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3 Farbung planarer Graphen

In der Einfithrung haben wir bereits das Farbungsproblem angesprochen. In diesem Ka-
pitel werden wir beweisen, dass jeder planare Graph mit fiinf Farben gefirbt werden
kann. Tatséchlich ist jeder planare Graph sogar vierfarbbar. Der Beweis des Vierfarben-
satzes ist allerdings zu aufwendig, um ihn in der Vorlesung zu behandeln.

KNOTENFARBUNGSPROBLEM
Gegeben sei ein Graph G = (V,E). Farbe die Knoten aus V mit moglichst
wenigen Farben so ein, dass benachbarte Knoten verschiedene Farben haben.

Abbildung 3.1: Beispiele von Knotenfarbungen

Bezeichne x(G) die minimale Anzahl an Farben, die benotigt wird um G zuléssig zu
farben (x(G) heifit auch ,,chromatische Zahl“ von G) und cl(G) die Cliquenzahl von G,
d.h das maximale t < |V|, so dass G einen K als knoteninduzierten Subgraphen enthélt.
Offensichtlich ist x(G) > cl(G).

Satz 3.1. Jeder planare Graph kann mit fiinf Farben zuldssig gefdrbt werden.

Beweis. Wir fiithren eine Induktion iiber die Anzahl der Knoten n. Fiir n < 5 gilt die
Behauptung trivialerweise. Sei also jeder planare Graph mit hochstens n — 1 Knoten
fiinffarbbar, und G habe n Knoten. G enthélt mindestens einen Knoten v mit d(v) < 5.

Fall 1: Es existiert ein Knoten v mit d(v) < 4. Betrachte Einbettung von G, mit
v, W1, ..., Wy wie folgt:

Entferne v und die entsprechenden Kanten {v, w;i} aus G. Dann entsteht der
Graph G —v mit n — 1 Knoten, der per Induktionsannahme fiinffarbbar ist. Eine
Fiinffarbung von G — v induziert dann eine Fiinffairbung von G, wobei v gerade
mit der Farbe gefarbt wird, die fiir keinen der w; benutzt wurde.
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3 Farbung planarer Graphen

\Y
W3 V\£1

Abbildung 3.2: Illustration von Fall 1.

Wy

\W w
3 4

Abbildung 3.3: Illustration zu Fall 2.

Fall 2: Der minimale Grad in G ist fiinf und v sei ein Knoten mit d(v) = 5. Betrachte
wieder eine Einbettung von G wie in Abbildung 3.3.

Entferne v und die entsprechenden Kanten {v, w;i} und firbe wieder G induktiv
basierend auf einer Fiinffarbung von G —v.

Fall 2.1: Falls fiir wy, ..., ws nicht alle fiinf Farben bei einer Fiinffarbung von G—
v verwendet werden, kann G wie in Fall 1 gefiarbt werden.

Fall 2.2: Jedes w; hat eine eigene Farbe i, 1 <1i < 5. Betrachte den Subgraph H
von G — v, der durch die Knoten mit Farben 1 und 4 induziert wird.

Falls wy und wy in H in verschiedenen Zusammenhangskomponenten Hy bzw.
Hj4 liegen, so vertausche in H; die Farben 1 und 4 und farbe v in G mit Farbe
1.

Falls wy und wy in H verbunden sind, betrachte analog w, und ws und den
durch Farben 2 und 5 induzierten Subgraph H’. Wegen der Planaritit von G
sind w; und ws in H’ nicht verbunden. Durch Vertauschen der Farben 2 und
5 in der Zusammenhangskomponente von w; in H’ und Farben von v mit
Farbe 2 erhilt man dann wieder eine Fiinffairbung von G.

Dieser Beweis induziert einen einfachen Algorithmus um planare Graphen mit fiinf Far-
ben zu farben.
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3 Farbung planarer Graphen

Fiinffarbungsalgorithmus

Schritt 1: Sortiere die Knoten in der Reihenfolge vy, ..., vn, so dass dg, (vi) < 5, wo-
bei G1:= G und G;:=G —{vy, ..., vi_} fiiri > 2.

Schritt 2: Fiarbe dann zunichst G, dann G,,_; usw. wie im Beweis von Satz 3.1.

Versuch einer Vierfarbung mittels der gleichen Technik wie in
Satz 3.1.

Ist diese Vorgehensweise anwendbar um zu einer Vierfarbung eines planaren Graphen zu
kommen? Betrachte einen maximal planaren Graphen G = (V,E). Existiert ein v € V,
mit d(v) < 3, so kann wie in Fall 1 vorgegangen werden. Falls ein v € V, mit d(v) =4
existiert, so kann aus einer Vierfarbung von G — v eine Vierfarbung von G analog zum
Beweis von Satz 3.1, Fall 2 konstruiert werden. Sei also der minimale Grad eines Knoten
5und v € V mit d(v) = 5. Angenommen alle vier Farben rot, blau, gelb, griin wiirden
fiir die Vierfirbung von wy, ..., ws verwendet. Seien o.b.d.A. die Knoten w; und ws
mit der Farbe gelb gefarbt, wq rot, wz grin und wy blau und sei H der Subgraph,
der durch rot und blau induziert wird. Sind w; und wy nicht in H verbunden, so
konnen rot und blau in einer der Komponenten vertauscht werden. Ebenso kann man
vorgehen, wenn wy und ws nicht in dem entsprechenden Subgraphen verbunden sind.

e

/
N 7
~ -~
- ‘ ~
-_ _ - - _ -

Abbildung 3.4: Illustration zur Vierfarbung.

Seien also w; und wy und wy und wj jeweils in dem rot-blauen bzw. rot-griinen Sub-
graphen verbunden. Dann sind w; und ws aber weder in dem gelb-blauen noch in dem
gelb-grunen Subgraphen verbunden. Die gelb-griine Komponente Hs, die ws enthilt,
enthélt nicht w, und ws, und die gelb-blaue Komponente H,, die w; enthélt, enthélt
nicht w4 und ws.
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N

Ve

N e
~ -
- & -
~ - . - ~_ e = -

Abbildung 3.5: Gegenbeispiel zur Vierfarbung

Vertausche also in Hs gelb mit griin und in H, gelb mit blau. Dann kann gelb fiir v
verwendet werden. Dies kann jedoch zu einer unzuldssigen Knotenfarbung fiihren, siehe

Abbildung 3.5.
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4 Separatoren in planaren Graphen

Eine Menge S C V heifit Separator von G = (V,E), falls der durch V\S induzierte
Subgraph von G unzusammenhéngend ist. Der Separator S tremnt die Knoten u,v €
VA\S, falls u und v in dem durch V\S induzierten Subgraph (bezeichnet mit G — S) in
verschiedenen Zusammenhangskomponenten liegen.

Separatoren spielen beispielsweise bei Graphenalgorithmen, die auf dem Divide-and-
Conquer Prinzip beruhen eine wichtige Rolle. Siehe dazu die Vorlesung ,, Algorithmen-
technik®. Dazu zerlegt man einen Graphen durch Wegnahme eines Separators und wen-
det den Algorithmus rekursiv auf die entstandenen Subgraphen an. Da die Grofle des
Separators beim Zusammensetzen der ,, Teillosungen“ in die Laufzeit eingeht, benutzt
man typischerweise kleine Separatoren. Fiir die Gesamtlaufzeit eines solchen Divide-
and-Conquer Algorithmus ist jedoch auch die Rekursionstiefe des Verfahrens wichtig.
Diese hiangt von der Grofle der entstehenden Subgraphen ab. Ideal wéiren balancierte
Zerlegungen, bei denen die Subgraphen der Zerlegung etwa gleich grof§ sind. Dies fiihrt
zu folgendem Optimierungsproblem.

MINIMUM-BALANCED-SEPARATOR-PROBLEM

Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Finde eine Partition von V in drei Mengen
V1,V und S, wobei S Separator minimaler Kardinalitat ist, der V7 und V;
trennt mit [V4], [Va| < « - |V] und % < « < 1 konstant.

Das Problem ist fiir beliebige Graphen NP-schwer. Ist & = %, so nennt man das Problem
MINIMUM-BISECTION-PROBLEM. Es ist nicht bekannt, ob das MINIMUM-BISECTION-
PROBLEM auch fiir planare Graphen N P-schwer ist. Allerdings lisst sich fiir planare
Graphen in linearer Laufzeit ein Separator finden, fiir dessen Groflie und Balanciert-
heit der Zerlegung sich noch eine gewisse Garantie beweisen lisst. Dahinter steht der
folgende Satz von Lipton & Tarjan (bewiesen 1977), der auch als PLANAR-SEPARATOR-
THEOREM bezeichnet wird.

Satz 4.1 (PLANAR-SEPARATOR-THEOREM). Die Knotenmenge eines zusammenhdingen-
den, planaren Graphen G = (V,E), n = |V| > 5, kann so in drei Mengen V1,V5,S CV
partitioniert werden, dass

1. |V1|) ‘V2| < % ‘n,
2. S Separator, der Vi und V, trennt,
3. 1S|<4-yn.

33



4 Separatoren in planaren Graphen

Diese Partition kann in Laufzeit O(n) berechnet werden.

n = 10

V1 %

Abbildung 4.1: Ein Separator, der die Bedingungen des PLANAR-SEPARATOR-
THEOREMSs erfiillt.

Zur Illustration des Satzes siehe Abb. 4.1. Bevor wir Satz 4.1 beweisen, benotigen wir
noch einige Begriffe. Ein Subgraph T = (V(T),E(T)) eines Graphen G = (V,E), heifit
aufspannender Baum von G, falls T Baum ist und V(T) = V. Ein beliebiger Knoten eines
Baumes T kann als Wurzel w ausgezeichnet sein. Dann ist das Level oder die Hohe eines
Knotens v definiert als die Liange des eindeutigen Weges vom Knoten v zur Wurzel und
wird mit level(v) bezeichnet. Die Hohe von T ist die Lange des langsten Weges von w zu
einem Knoten aus T. Sei G = (V, E) ein planarer (eingebetteter) Graph. Ein Graph G’ =
(V,E') heit Triangulierung von G, falls G’ ein kantenmaximaler planarer Graph ist,
der G als Subgraph enthilt. In einer Einbettung von G’ sind alle Facetten Dreiecke. Zu
einem eingebetteten planaren Graphen kann in O(n) Zeit eine Triangulierung konstruiert
werden (Ubung).

Fiir den Beweis von Satz 4.1 werden wir folgendes Lemma verwenden.

Lemma 4.2. Sei G = (V,E) ein planarer, zusammenhdngender Graph mit [V| =n >5
und T = (V,E(T)) ein aufspannender Baum von G mit Wurzel w und Hohe h. Die
Knotenmenge von G kann so in drei Mengen Vi, Vo und S partitioniert werden, dass

1. |V1’) ‘V2| S % 'n,
2. S Separator, der Vi und V, trennt,
8. 18| <2-h+1.

Eine solche Partition kann in O(n) Zeit konstruiert werden.

Beweis. G wird zunéchst durch Hinzufiigen von Kanten trianguliert, d.h. die Facetten
werden zu Dreiecken gemacht. Dies ist in O(n) Zeit moglich. Der so konstruierte Graph
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4 Separatoren in planaren Graphen

enthélt also genau 3n — 6 Kanten. Dementsprechend hat er nach dem Satz von Euler
genau 2n — 4 Facetten. Ein aufspannender Baum T des Ausgangsgraphen ist natiirlich
auch ein aufspannender Baum des triangulierten Graphen.

Basierend auf einem aufspannenden Baum T der Hohe h mit ausgezeichneter Wurzel
suchen wir einen Kreis im triangulierten Graphen, der hochstens Lénge 2-h+1 hat, und
dessen Inneres und AuBeres jeweils hochstens %n Knoten enthalten. Die Knoten dieses
Kreises bilden dann den gewiinschten Separator S von G. Siehe Abb. 4.2.

y -
’ThB

A

N n=11

' |Inneres| =4

\

\\ 'AuReres| = !

' IS| =6

Abbildung 4.2: llustration eines aufspannenden Baumes in einem planaren Graphen und
dem durch eine Nichtbaumkante {x, y} induzierten Kreis K. Die gestri-
chelten Kanten sind bei der Triangulierung zum Graphen hinzugefiigt
worden, die roten, fetten Kanten bilden einen aufspannenden Baum.

Jede Kante {x,y} € E ist entweder auch in E(T), also eine Baumkante, oder in E\ E(T),
also eine Nichtbaumkante. Jede Nichtbaumkante {x,y} € E \ E(T) induziert einen Kreis,
den Kreis K, bestehend aus {x,y} und den Wegen von x bzw. y zum gemeinsamen
Vorgénger maximalen Levels im Baum. Die Anzahl der Knoten auf K, ist hochstens
2-h+1.

Betrachte Inneres(Ky ) und Auﬁeres(KX,y), d.h. die Knoten und Kanten, die im Inneren
von Ky, bzw. in dessen AuBeren eingebettet sind, und bezeichne mit | Inneres(Ky )|
bzw. !Auﬁeres(Kx,y)] die Anzahl der Knoten im Inneren bzw. Auferen von Kyy. Wir
wéhlen eine beliebige Nichtbaumkante {x,y} € E\E(T), wobei 0.B.d.A. | Inneres(Ky )| >
IAuBeres(nyy)I. Wenn zusétzlich gilt, dass | Inneres(K, )| < %n ist, sind wir fertig.

Sei also | Inneres(Ky )| > %n (beachte: dies impliziert \Auﬁeres(KX,y)I < %n) Wir ver-
kleinern nun systematisch das Innere, indem wir eine geeignete Nichtbaumkante e im
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4 Separatoren in planaren Graphen

Inneren von Ky, suchen, fiir die |Inneres(K)| < 2n wird, und | AuBeres(K,)| < 2

3
bleibt.

WIN

Die Kante {x,y} begrenzt zwei Dreiecke, von denen eines im Inneren von K, liegt.
Betrachte den Knoten t, der mit x und y dieses Dreieck bildet.

*w *w
V4 4
/'_-:*\ /'_-:*\
’ s ~ ’ 2 ~
7 4 I Y 7 4 I N
I 4 \ I 4 \
] \ \ 1 A \
1 3 \ i 1 S \
[ I I I
, 1 P \ , 1 5 \
A [ \ A 1 \
I} \ 1 \
1 \ 1 \
1 \ 1 \
1 \ 1 \
1 t 1 1 1
/ RN L\ / //,\t
’ - ~ o \ ’ - \
¢ - ~_ ’ = \
‘- S~y " o= \
< » -~ »

Abbildung 4.3: Illustration von Fall 1, t & K., bzw. t € K, .

Fall 1: Eine der beiden Kanten ist eine Baumkante, 0.B.d.A. {y,t} € E(T) (siehe
Abb. 4.3).

Ersetze {x,y} durch {x, t} und betrachte nun K ;. Dann gilt:

Falls t ¢ K,y : IAuBeres(Kx,t)! = !Auﬁeres(KX,y)\ und
| Inneres(Ky )| = | Inneres(Ky )| — 1

Falls t € Kyy: | AuBeres(Kyy)| = | AuBeres(Ky,)| + 1 und
| Inneres(Ky )| = | Inneres(Ky )|

Ersetzung von {x,y} durch {x,t} verkleinert also [Inneres(Ky)| bzw. lisst
| Inneres(Ky )| zumindest unverdndert, und lasst | AuBleres(Ky )| klein genug.

Fall 2: Beide Kanten {x, t} und {y, t} sind Nichtbaumkanten (sieche Abb. 4.4).
O.b.d.A. sei |Inneres(K ()| > | Inneres(Ky +)|. Ersetze {x,y} durch {x, t}. Dann gilt

. 1 2
| AuBeres(Ky )| <n — 2 | Inneres(Kyy)| < gn und

| Inneres(Ky )| < |[Inneres(Ky)[—1 .

Ersetzung von {x,y} durch {x,t} verkleinert also [Inneres(Kyy)| und lasst
| AuBeres(Ky )| klein genug. Dies kann nun so lange wiederholt werden, bis auch
| Inneres(Ky )| < %n gilt.
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4 Separatoren in planaren Graphen
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Abbildung 4.4: Hlustration von Fall 2.

Damit haben wir bewiesen, dass sich eine Partition mit den gewiinschten Eigenschaf-
ten konstruieren lasst. Wir miissen nun noch deren Implementation in linearer Laufzeit
sicherstellen.

Implementation in linearer Laufzeit: Da beim Ubergang von einer Nichtbaumkante zu
einer neuen Nichtbaumkante im Inneren des betrachteten Kreises sich die Anzahl der
Dreiecke im Inneren reduziert, endet das Verfahren nach spéatestens 2n — 4 solchen
Ubergéingen. Wire also jede der Verkleinerungsoperationen in konstanter Zeit realisier-
bar, wire damit auch die gesamte Konstruktion in Gesamtlaufzeit O(n) moglich.

Alle Operationen, bis auf die Entscheidung welches Innere, |Inneres(K,)| oder
| Inneres(Ky +)| grofer ist in Fall 2, bzw. zu entscheiden wann das Innere des betrach-
teten Kreises nur noch hochstens %n Knoten enthélt, sind in konstanter Zeit moglich.
Allerdings kann eine einzelne Entscheidung ob |Inneres(K, ()| < |Inneres(Ky )| bzw.
| Inneres(Kyy)| < %n mehr als konstante Zeit erfordern. Daher fithren wir eine amorti-
sierte Analyse durch. Wir {iberlegen uns zunéchst genauer, wie wir fiir einen Kreis Ky,
die Grofle | Inneres(Ky )| bestimmen konnen.

Zu Beginn des Verfahrens wird der Baum T von den Bléttern zur Wurzel w hin durch-
laufen, und fiir jede ausgehende Kante jedes Knotens gespeichert, wieviele Knoten der
beziiglich dieser Kante rechte bzw. linke Unterbaum des Knotens enthélt. Beginnend mit
der gewahlten Nichtbaumkante {x,y} werden alle Knoten auf dem Weg von x bzw. y
zum gemeinsamen Vorgénger im Baum markiert, und gleichzeitig aus den Unterbdumen
im Inneren von Ky, der Wert | Inneres(Ky )| berechnet.

Bei jedem Verkleinerungsschritt entsprechend Fall 2 wird nun zunéchst vom Knoten t im
Baum nach oben gelaufen bis zum ersten markierten Knoten. Dieser ist der Vorgéanger
v von t auf K. Alle Knoten auf dem Weg von t zu v werden dabei markiert und die
Anzahl a; dieser Knoten sowie die Anzahl ry der Knoten rechts und {; links des Weges
berechnet (sieche Abb. 4.5).
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4 Separatoren in planaren Graphen

X y

Abbildung 4.5: Tllustration der ,, Aufsummierung® der Knoten rechts und links des Weges
von t zu Ky .

Um |Inneres(K, ()| und |Inneres(Ky ()| zu berechnen, werden gleichzeitig die Rénder der
beiden Kreise bis v entlanggelaufen und zwar abwechselnd Knoten fiir Knoten beginnend
mit x bzw. y, und die Anzahl der Knoten im Inneren zu I, bzw. I, aufaddiert. Sobald
mit Erreichen von v der Rand eines der beiden Kreise vollstandig abgelaufen ist, wird
abgebrochen. Die Anzahl der Knoten im Inneren des anderen Kreises kann nun mit den
Werten | Inneres(Ky )| und ay ,riickgerechnet” werden: Sei 0.B.d.A der Knoten v von x
aus zuerst erreicht worden, dann gilt

| Inneres(Ky¢)| = Ix + & und

| Inneres(Ky )| = Iy + r¢ = | Inneres(Kyy)| — Iy —ay — &4

Entscheidend ist nun, dass die Anzahl der Schritte bei dieser Vorgehensweise proportio-
nal zur Anzahl der Knoten in dem Teil von K, ist, der nicht weiter betrachtet wird.
Insgesamt ist die Anzahl der Schritte also amortisiert linear in der Anzahl der Knoten
von G, also in O(n). O

Im Beweis zu Satz 4.1 benutzen wir folgende Eigenschaft eines Breitensuchbaumes (BF'S-
Baum).

Lemma 4.3. Zu einem Graph G = (V,E) sei T = (V,E(T)) ein BFS-Baum ausge-
hend von einer beliebigen Wurzel. Eine Nichtbaumkante verbindet Knoten desselben Le-
vels oder direkt aufeinander folgender Level, d.h. fir {u,v} € E\E(T) gilt |level(u) —
level(v)| < 1.

Beweis. Angenommen {u, v} sei Nichtbaumkante zu einem BFS-Baum mit |level(v) —
level(u)| > 1. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei level(u) < level(v). Der unmit-
telbare Vorgénger von v in T muss nach u durchsucht werden, da sein Level mindestens
um 1 grofer ist als Level u. Wenn {u,v} € E muss v dann in der BFS aber bereits von
u aus ,entdeckt” worden sein, siehe Abbildung 4.6. O
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4 Separatoren in planaren Graphen
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Abbildung 4.6: Hlustration zu Lemma 4.3.

Wir konnen nun Satz 4.1 beweisen:

Beweis. Konstruiere eine Triangulierung von G und einen BFS-Baum T mit beliebiger
Wurzel. Seien dessen Level angefangen mit der Wurzel die Level 0, 1, ..., h und be-
zeichne S; (0 <1 < h) die Menge der Knoten in Level i. Sei p (0 < p < h) das Level
mit der Eigenschaft

o n i n
;0’51'35 und ;Orswz.

u—1 h
Falls [S,| <4-y/mund p < h, sosetze S: =S, Vy:= JSiund V2:= |J Si. Dann ist
i=0 i=p+1
V1, V5 und S eine Partition von V mit den gewiinschten Eigenschaften.
Ansonsten sei m das unterste Level oberhalb von Level © und M das oberste Level
unterhalb von Level p (0 < m < u < M < h+ 1) mit [S;,] < /1 und [Sp| < /1.
Beachte, dass moglicherweise M = h + 1 und Sy = 0 ist. Setze (sieche Abb. 4.7)

m—1 M—1 h
A] = U Si, Az = U Si und A3 = U Si .
i=0

Basierend auf S,,,, Spm und gegebenenfalls weiteren Knoten wird nun ein Separator S mit
den gewiinschten Eigenschaften konstruiert. Dabei hingt von der Gréfle von A, ab, ob
noch weitere Knoten aus dem Bereich zwischen S,, und Sy zu S hinzugefiigt werden
miissen. Um diese zusétzlichen Knoten zu bestimmen, wird Lemma 4.2 angewendet.

Fall 1: [A;] < 2n
Setze S := S;, U Sm. S ist Separator von G und zerlegt V in die Knotenmengen
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4 Separatoren in planaren Graphen

Abbildung 4.7: ITllustration der Aufteilung der Level.

A1, Ay und Ajs. Setze dann V; := A; mit A; kardinalitdtsmaximal unter A;, A,
und Az, und V; := V\(V; US). Nach Wahl von w, m und M gilt |A4] < 5 und
|Az| < 5 und nach Vorraussetzung |A;| < %n. Also ist |V, < %n. Zudem gilt

V
o,

V.
Vil = mas{IAdl, 1Al Al > .

Vol <n— Vi <n—

Also ist %|V2| < n und S, V7 und V; eine Partition von V mit den gewiinschten
Eigenschaften.

Fall 2: |A;| > in
Verschmelze die Knoten in A; U S, zu einem Knoten s durch sukzessives Zusam-

menziehen von Kanten zwischen Knoten aus A; U S,,. Entferne alle Knoten aus
Sm U Az Dadurch entsteht ein Graph G’ = (V/, E’) mit

m h
VvV i=V\ (Usi U U si) U{sl=A,U{s}
i=0 i=M

und {x,y} € E’ genau dann, wenn entweder x,y € V'\{s} und {x,y} € E, oder
x,y € V', wobei 0.B.d.A. x = s und es existiert ein z € S,, mit {z,y} € E. Dann
ist entsprechend n’ := |V’| =|A,| + 1. Siehe Abb. 4.8.

Der BFS-Baum T induziert in G’ einen BFS-Baum T’ mit Wurzel s. Die Hohe h'’
von T’ ist maximal /n, da fiir jedes i, m <1< M gilt |S;| > y/n und [V'| < n.

Mit Lemma 4.2 existiert eine Zerlegung S’, V{ und V} von V' mit [V{|,|Vj| < 3n’ <
%n und S/ <2-ym+ 1.
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Abbildung 4.8: Illustration zu Fall 2.

Setze S := (S’ U S, U Sm)\{s}. Dann ist S ein Separator von G mit [S| < 4 - /n,
denn sollte |S’| =2 -y/M + 1 sein, so enthilt S’ die Wurzel s von T'.

Wiéhle V; als die groBere der Mengen V/ und V; (gegebenenfalls ohne s) und den
Rest von V als V, bzw. falls [V]| = |V;| wéahle die Menge, welche nicht s enthélt,
als Vi, den Rest als V; (siehe Abb. 4.9). Dann gilt

2 2
’Vﬂ < gn/ < gﬂ, und
A 2
rvern—(rvwﬂsngn—%ggn g

Abbildung 4.9: Konstruktion des  Separators im  Fall 2; links: [V{] > [V]],
rechts: [V3] > [V]].
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Randfille des ,,Planar-Separator-Theorem*:

— Fallsn < 2 oder G = K4 oder G = K3, existiert kein (nichttrivialer) Separator von
G. Satz 4.1 ist nur relevant fiir planare, zusammenhéngende Graphen, die einen
(nichttrivialen) Separator besitzen, also ab n > 4 und G # K4 bzw. G Pfad mit
drei Knoten. Die entsprechenden Félle fiir n > 4 sind Trivialfélle.

— In Fall 1, Beweis zu Satz 4.1 wird immer eine echte Partition S, V;, V> konstruiert,
d.h. S, Vi, V3 # . Zunéchst ist per Voraussetzung [S,| > 4-y/n und daher |A;| > 4-
VM. Andererseits ist |A;| < %n. Dies ist erst fiir n > 36 moglich. Wire nun V, = 0,
so miisste m = 0 und M = h sein. Da |Spm| < /1 ist, gilt |A5] > n — (1 + \/T_L)
Firn >36¢gilt 1+ n < % -m, also ist |Aj| > %n.

Der Beweis des PLANAR-SEPARATOR-THEOREMS liefert, wie wir gesehen haben, gleich-
zeitig einen Algorithmus, um einen Separator mit den gewiinschten Eigenschaften zu kon-
struieren. Im Folgenden fassen wir diesen Algorithmus noch einmal zusammen und ma-
chen uns dabei klar, dass die Laufzeit tatsiachlich in O(n) ist.

Zusammenfassung des ,,Separator-Algorithmus*

Schritt 1: Trianguliere G. Omn)
Schritt 2: Berechne einen BFS-Baum. O(n)
Schritt 3: Berechne p, m und M wie im Beweis zu Satz 4.1. O(n)
M—1
Schritt 4: Falls A, =| |J Si| < %n, so berechne S, V; und V; entsprechend Fall 1 des
i=m+1
Beweises zu Satz 4.1. O(n)
M—1
Schritt 5: Ansonsten, d.h. falls | |J Si| > %n ist, konstruiere G’ wie in Fall 2 des
i=m+1
Beweises zu Satz 4.1. O(n)

Schritt 6: Wihle die Nichtbaumkante {x,y} und den dadurch induzierten Kreis Ky, in
G’ wie im Beweis zu Lemma 4.2.
Berechne die Groéflen der ., Unterbdume® zu allen Knoten in G’.

Berechne | Inneres(Ky )| und \Auﬁeres(nyy)I und sei Om)
0.B.d.A. [Inneres(K )| > | AuBeres(Ky y)I:

2

Schritt 7: Solange | Inneres(K, )| > 3

Lemma 4.2, Fall 1 bzw. Fall 2.
Berechne S, V; und V; geeignet, d.h. S := S"US;,;USp und 0.B.d.A. V; := V] und
Vo = VA\(Vi U{s}). On)

n ist, ersetze {x,y} und K., wie im Beweis zu
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5 Matchings

Das MATCHING-PROBLEM ist auch fiir beliebige Graphen in P. Unter Anwendung des
PLANAR-SEPARATOR-THEOREMs kann allerdings ein Divide-and-Conquer Algorithmus
fiir das MATCHING-PROBLEM in planaren Graphen entworfen werden, der eine kleinere
Laufzeit hat, als der effizienteste bekannte Algorithmus zur Bestimmung eines maximalen
Matchings in beliebigen Graphen.

In einem Graph G = (V, E) nennt man eine Menge M C E Matching, falls keine zwei Kan-
ten aus M denselben Endknoten haben. Ein Knoten v heifit ungematcht, falls v zu keiner
Kante aus M inzident ist, ansonsten heifit v gematcht.

MATCHING-PROBLEM
Gegeben sei ein Graph G = (V, E) mit Kantengewichtsfunktion w: E — R.
Finde in G ein Matching M maximalen Gewichts, d.h.

w(M) =) wle)

eeM

sei maximal unter allen Matchings von G.

Ein Spezialfall dieses Problems besteht darin, ein MATCHING MAXIMALER KARDINA-
LITAT zu berechnen (d.h. w(e) :=1 fiir alle e € E).

Matching M ist nicht maximal.
Vertauschen von - - - mit - - - auf dem
Weg- - - induziert wieder ein Matching.

Abbildung 5.1: Illustration der Begriffe Matching und erhchender Weg.
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Ein (beziiglich M) alternierender Weg ist ein einfacher Weg oder einfacher Kreis, dessen
Kanten abwechselnd in M und in E\M sind. Ein alternierender Weg P, wobei P die Men-
ge der Kanten des Weges bezeichnet, heiit (beziiglich M) erhohend falls

Z wi(e) — Z w(e) >0

e auf P e auf P,
eEE\M eeM

ist, und P entweder ein Kreis gerader Lénge ist oder ein Weg, dessen erste und letzte Kan-
te jeweils in M oder inzident zu einem ungematchten Knoten ist (siche Abb. 5.1).

Beobachtung. Sei M ein Matching in G und P ein (beziiglich M) erhohender Weg.
Dann ist M' := (M \ P)U (P\ M) ein Matching von G mit w(M') > w(M).

Lemma 5.1. Sei G = (V,E) Graph mit Kantengewichtsfunktion w : E — R. Fin
Matching M von G hat genau dann maximales Gewicht, wenn es bzgl. M in G keinen
erhohenden Weg gibt.

Beweis. Falls es zu M einen erh6henden Weg gibt, so kann M natiirlich nicht maximales
Gewicht haben. Umgekehrt nehmen wir an, dass M ein Matching ist, zu dem es einerseits
keinen erhohenden Weg gibt, fiir das aber andererseits w(M) nicht maximal ist. Dann
gibt es ein Matching M* mit w(M*) > w(M). Betrachte den Subgraph von G, der
durch die Menge MAM* := (MU M*)\(M N M*) induziert wird. Dieser Graph hat nur
Knoten vom Grad 1 oder 2, besteht also aus einfachen Kreisen und Wegen. Wenn nun
keiner der Kreise erhohend bzgl. M ist, so muss es einen inklusionsmaximalen beziiglich
M alternierenden Weg P geben mit w(PNYM*) > w(PN M), da w(M*) > w(M). Wenn
eine Endkante des Weges nicht in M ist, so ist sie in M*, und daher der entsprechende
Endknoten v nicht von M gematcht. Also ist P bzgl. M erhohend. Widerspruch.

Abbildung 5.2: Illustration von Lemma 5.1.

Lemma 5.2. Sei G = (V,E) Graph mit Kantengewichtsfunktion w : E — R und
v € V. Weiter sei M ein Matching maximalen Gewichts in G —v (dem durch V\{v}
induzierten Subgraph von G).
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5 Matchings

— Fualls G keinen erhéhenden Weg bzgl. M mit Endknoten v enthdlt, so ist M auch
Matching maximalen Gewichts in G.

— Ansonsten sei P Kantenmenge eines erhohenden Weges bzgl. M in G mit w(P N
E\M) — w(P N M) mazimal unter allen erhohenden Wegen. Dann ist MAP ein
Matching maximalen Gewichts in G.

Matching M

Wege Pauaae ynd P/ o-ovveee

Abbildung 5.3: Illustration von Lemma 5.2.

Beweis. Betrachte ein Matching M maximalen Gewichts in G—v. Dann ist M natiirlich
auch Matching in G. Jeder erhohende Weg bzgl. M in G muss als Endknoten v haben,
ansonsten hétte M nicht maximales Gewicht in G —v.

Sei nun M* ein Matching maximalen Gewichts in G. Wiederum bildet MAM* eine Men-
ge einfacher beziiglich M* bzw. M alternierender Wege und Kreise in G. Jeder beziiglich
M erhéhende Weg im durch MAM* induzierten Graph ist auch erhéhend in G. Der
durch MAM* induzierte Graph kann jedoch hochstens einen beziiglich M erhéhenden
Weg und zwar mit Endknoten v enthalten, da ansonsten v zu mindestens zwei Kanten
aus M* inzident wére. Falls P* ein solcher Weg ist, so hat das durch Erhohung entlang
P* konstruierte Matching Gewicht

W(M) —w(P* N M) +w(P* NE\M) = w(M) — w(P* 0 M) +w(P* 0 M*).

Da im durch MAM* induzierten Graph kein weiterer beziiglich M erhéhender Weg exi-
stiert, hat die Menge der Kanten aus M, die nicht auf P* liegen dasselbe Gewicht wie
die Menge der Kanten aus M*, die nicht auf P* liegen, d.h. w(M) — w(P* N M) =
w(M*) —w(P* N M*). Dann hat also das durch Erhohung entlang P* konstruierte Mat-
ching Gewicht

w(M) —w(P* N M) +w(P*NM") =w(M").

Daraus folgt die Behauptung. O
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5 Matchings

Basierend auf diesem Lemma kann in einem beliebigen Graph G = (V, E), |E| = m, aus ei-
nem Matching maximaler Kardinalitdt bzw. maximalen Gewichts in G—v (fiir beliebiges
v € V) ein Matching maximaler Kardinalitdt bzw. maximalen Gewichts in G konstruiert
werden. Die Laufzeit ist O(m) bzw. O(mlogn) (siche Ubung (teilweise)). Dies fiihrt fiir
planare Graphen zu einer Laufzeit von O(n) bzw. O(nlogn).

Der folgende rekursive Algorithmus findet in planaren Graphen ein Matching maximalen
Gewichts bzw. Kardinalitdt unter Benutzung des ,, PLANAR-SEPARATOR-THEOREMs"
und Lemma 5.2.

Divide-and-Conquer-Algorithmus Max-Matching

Schritt 1: Falls G hochstens drei Knoten enthélt, bestimme direkt ein Matching maxi-
malen Gewichts.

Schritt 2: Ansonsten zerlege V in V7, V, und S entsprechend dem PLANAR-SEPARA-
TOR-THEOREM.
G1, G3 bezeichne die durch V7 bzw. V; induzierten Subgraphen von G.
Wende den Algorithmus rekursiv auf G; und G, an, und berechne so Matchings
maximalen Gewichts M bzw. M, von G bzw. G,.
Sei M :=M;UM,, V'.=V,UV,.

Schritt 3: Solange S # () ist, fiihre aus:
Wihle v € S, und setze S := S\{v} und V' := V' U {v}.
Wende Lemma 5.2 an um in dem durch V’ induzierten Subgraph von G ein Mat-
ching maximalen Gewichts zu berechnen.

Wenn t'(n) die Laufzeit zur Berechnung eines Matchings maximalen Gewichts in einem
Graph G mit n Knoten aus einem Matching maximalen Gewichts von G—v ist, und t(n)
Laufzeit des Divide-and-Conquer-Algorithmus bezeichnet, so gilt:

t(ng) = co, fiir geeignetesng € N
tn) <t(c;-n)+t(ca-m)+cz3-vn-t'(n) firn > ny,

wobei co,C1,C2,c3 konstant, ci,co < % und ¢; + ¢2 < 1. Man kann mit Techniken
zur Analyse von Rekursionabschitzungen (siehe dazu Vorlesung ,, Algorithmentechnik®)
beweisen, dass

t(n) € O(n2) falls t'(n) € O(n),

-logn) falls t'(n) € O(nlogn).

Nlw Rjw

und t(n) € O(n
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6 Mixed Max Cut in planaren Graphen und
Via-Minimierung

Ein grundlegendes Problem besteht in der Berechnung eines Schnittes mit minimalem
oder mit maximalem Gewicht. Die Komplexitét dieses Problems ist wesentlich abhéngig
von der Gewichtsfunktion. Es gibt zahlreiche Anwendungen dieses Problems. Siehe auch
Vorlesung ,, Algorithmentechnik*.

Wir werden einen polynomialen Algorithmus fiir die Berechnung eines Schnittes mit ma-
ximalem Gewicht in planaren Graphen mit beliebigen (positiven und negativen) Kanten-
gewichten konstruieren. Dariiber hinaus werden wir eine Anwendung dieses Algorithmus
fiir das Via-Minimierungs-Problem, ein Problem aus dem ,, VLSI-Design® (Entwurf hoch-
integrierter Schaltkreise) kennenlernen.

Eine Menge S C E heifit Schnitt von G = (V, E), falls der durch E\S induzierte Subgraph
von G unzusammenhéngend ist, d.h. in Graphen G; = (V4,E4), G2 = (V>, E;) zerfillt,
mit ViUV, =V, ViNnV, =0, E;UE, = E\S, E;NE, = (), wobei alle Kanten aus S einen
Endknoten in V7 und einen Endknoten in V, haben. S trennt die Knoten u,v € V, falls
u und v in dem durch E\S induzierten Subgraph (bezeichnet mit G—S) in verschiedenen
Zusammenhangskomponenten liegen. In einem Graph mit Kantengewichtsfunktion w :
E — K ist das Gewicht eines Schnittes S ist definiert als

w(S) =) wle) .

ecS
MIN-CUT-PROBLEM
Gegeben sei ein Graph G = (V, E) mit einer Kantengewichtsfunktion w: E —
K, wobei K = R™. Finde einen Schnitt S C E mit w(S) minimal.

Das MIN-CUT-PROBLEM ist fiir beliebige Graphen in polynomialer Zeit 16sbar, und zwar
in Laufzeit O(n-m+4n?logn). Siehe Vorlesung ,, Algorithmentechnik*.

MAX-CUT-PROBLEM
Gegeben sei ein Graph G = (V,E) mit einer Kantengewichtsfunktion w :

E — K, wobei K = R". Finde einen Schnitt S C E mit w(S) maximal.

Das MAX-CUT-PROBLEM ist fiir beliebige Graphen N'P-schwer.
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6 Mixed Max Cut und Via-Minimierung

MiXED-MAX-CUT-PROBLEM
Gegeben sei ein Graph G = (V, E) mit einer Kantengewichtsfunktion w: E —
K, wobei K = R. Finde einen Schnitt S C E mit w(S) maximal.

Das MIXED-MAX-CUT-PROBLEM ist fiir beliebige Graphen natiirlich auch NP-schwer.
Sowohl MIN-CUT-PROBLEM und MAX-CUT-PROBLEM sind Spezialfille des MIXED-
MaX-CuT-PROBLEMS. Ersetze dazu beim MIN-CUT-PROBLEM w(e) durch —w(e).

6.1 Mixed-Max-Cut in planaren Graphen

Wir werden nun einen Algorithmus fiir das MIXED-MAX-CUT-PROBLEM in planaren

: . 3 A A .
Graphen mit Laufzeit O(n?logn) angeben. Dieser basiert auf der Berechnung eines
Matchings in planaren Graphen.

Wie zu erwarten, nutzt der Algorithmus fiir das MIXED-MAX-CUT-PROBLEM in plana-
ren Graphen die Planaritiat ganz entscheidend aus, und zwar die Korrespondenz zwischen
einem Schnitt in dem (eingebetteten) planaren Graphen G und einer Menge von Kreisen
in dessen Dualgraph G*.

Aus Lemma 2.9 folgt, dass das MIXED-MAX-CUT-PROBLEM in G = (V, E) dquivalent
ist zu dem Problem, im Dualgraph G* = (V*,E*) (bzgl. einer festen Einbettung von G)
eine nichtleere Menge von Kanten S* C E* zu finden, die kantendisjunkte Vereinigung
von Kreisen ist, und fiir die w(S*) maximal ist, wobei w(e*) := w(e) fiir e* Dualkante
zu e. Wir benutzen folgenden Satz von Fuler.

Satz 6.1 (Satz von Euler). Fir einen Graphen G = (V,E) sind dquivalent
1. G ist Fulersch.
2. E ist kantendisjunkte Vereinigung einfacher Kreise.

3. d(v) ist gerade fir allev € V.

Dabei heifit ein Graph G FEulersch, wenn jede Zusammenhangskomponente von G einen
so genannten Fuler-Kreis enthélt, d.h. einen Kreis, der jede Kante genau einmal enthélt.
Zu einem Graphen G = (V, E) heifit eine Menge E’ C E gerade genau dann, wenn in dem
durch E’ induzierten Subgraph von G jeder Knoten geraden Grad hat.

Das MIXED-MAX-CUT-PROBLEM in planaren Graphen ist also dquivalent zum MIXED-
MAX-KREIS-PROBLEM.

MiIXED-MAX-KREIS-PROBLEM

Gegeben sei ein planarer Graph G = (V, E) mit einer Kantengewichtsfunktion
w: E — K, wobei K = R. Finde eine nichtleere gerade Menge E’ C E mit
w(E’) maximal.
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6 Mixed Max Cut und Via-Minimierung

Wir werden weiterhin die Aquivalenz des MIXED-MAX-KREIS-PROBLEM zu einem per-
fekten Matching minimalen Gewichts in einem geeignet definierten Graphen benutzen.

Definition 6.2. Fin Matchings M in einem Graphen mit einer geraden Anzahl n von
Knoten heif$it perfekt genau dann, wenn M| = 7.

Abbildung 6.1: Tllustration der Korrespondenz zwischen MIXED-MAX-CUT und
MiIXED-MAX-KREIS.

Der Mixed-Max-Cut-Algorithmus von Shih, Wu & Kuo, 1990

Gegeben sei ein eingebetteter planarer Graph G = (V, E) mit Kantengewichtsfunktion
w:kE—R.

Schritt 1: Trianguliere G in O(n) und ordne den hinzugefiigten Kanten Gewicht 0 zu.

Schritt 2: Berechne in O(n) den Dualgraph G* = (V*, E*) zu der Triangulierung von G,
wobei w(e*) := w(e) mit e* Dualkante zu e. Dann hat in G* jeder Knoten Grad 3.
Eine gerade Menge in G* ist also eine knotendisjunkte Vereinigung einfacher Kreise
in G*.

Schritt 3: Konstruiere aus G* in O(n) einen Graph G’ = (V’/, E’) derart, dass ein per-
fektes Matching minimalen Gewichts in G’ eine gerade Menge maximalen Gewichts
in G* induziert.
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6 Mixed Max Cut und Via-Minimierung

Schritt 4: Konstruiere in O(n% logn) ein perfektes Matching M minimalen Gewichts
in G’.

Schritt 5: Falls M eine nichtleere gerade Menge in E: induziert, gib den dazu dualen
Schnitt in G aus. Ansonsten berechne in O(nzlogn) aus M eine nichttriviale
gerade Menge in G* maximalen Gewichts.

Ausfiihrung von Schritt 3: Konstruktion von G’ = (V' E’)

G* ist 3-regulédr (d.h., jeder Knoten hat Grad 3). Ersetze jeden Knoten v aus G* durch
einen Graph H, mit 7 Knoten wie in Abbildung 6.2 und erhalte so G’ = (V',E’). Die
Gewichte der Kanten aus E* werden dabei auf die entsprechenden Kanten aus E’ iiber-
tragen und neue Kanten aus E’ erhalten Gewicht 0. Wir unterscheiden nicht zwischen
den Kanten vom Typ ej,e; und ez in G* und in G'.

Abbildung 6.2: Ersetzung von v durch H,,.

Beobachtung: Da G* 3-regulér ist bzw. Dualgraph eines maximal planaren Graphen, ist
|V*| gerade, also auch [V'| gerade. Es existiert also in G’ ein perfektes Matching.

Lemma 6.3. Sei G’ = (V',E’) entsprechend Abbildung 6.2 aus G* = (V*, E*) konstru-
terter Graph.

— Falls M C E’ ein perfektes Matching in G’ ist, so ist die der Menge E'\M ent-
sprechende Menge M* C E* eine gerade Menge in G*.

— Ist andererseits £} eine gerade Menge in G*, so induziert die der Menge M* =
E*\E} entsprechende Teilmenge von B’ ein perfektes Matching M in G'.

Beweis. ,=—“ Sei M ein perfektes Matching in G’. Betrachte fiir jeden Knoten v in
G* den entsprechenden Subgraphen H, in G’.
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6 Mixed Max Cut und Via-Minimierung

Fall 1: Die Kante {u’,u”}ist nicht in M. Dann sind die Kanten {v’, u’} und {u”, v} sowie
eq, €2, e3 in M, also ey, ez, e3 nicht in der durch E"\M induzierten Menge M* C
E*. Also ist d(v) = 0 bzgl. M* und damit M* gerade Menge. Siehe Abbildung 6.3,
links.

Abbildung 6.3: Illustration von Fall 1 (links) und Fall 2 (rechts).

Fall 2: Die Kante {u/,u”} ist in M. Dann sind die Kanten {v/,u’} und {u”,v”} nicht
in M. Dementsprechend ist jeweils eine der anderen zu v/ bzw. v inzidenten
Kanten in M, sowie genau eine der Kanten eq, e,, e3. Also ist d(v) = 2 bzgl.
der durch E’\M induzierten Menge M* C E* und damit M* gerade Menge. Siehe
Abbildung 6.3, rechts.

, &=" Sei E} eine gerade Menge in G*. Dann haben alle Knoten in dem Subgraphen
(V¥ E¥) von G* entweder Grad 0 oder Grad 2.

Fall 1: Der Knoten v habe d(v) = 0 bzgl. EX. Dann enthalte M alle drei Kanten
e1, €2, ez und die Kanten {v/, 1’} und {v”,u”}. Siehe Abbildung 6.3, links.

Fall 2: Der Knoten v habe d(v) = 2 bzgl. E, 0.B.d.A. e;,e; € EX. Dann enthalte M
die Kante e; sowie die Kante {u’,u”} und die beiden Kanten inzident zu v’ und

v”, die zu den Kanten e, bzw. e3 adjazent sind. Siehe Abbildung 6.3, rechts.

Dann ist M perfektes Matching in G’ und die durch M induzierte Menge M* C E*
erfiillt EX\M* = E}. O

Folgerung 6.4. Falls M C E' ein perfektes Matching minimalen Gewichts in G’ ist, so
ist die der Menge E'\M entsprechende Menge M* C E* eine gerade Menge mazimalen
Gewichts in G*. Ist andererseits B eine gerade Menge mazimalen Gewichts in G*, so
induziert die der Menge M* = E*\EX entsprechende Teilmenge von E' ein perfektes
Matching M minimalen Gewichts in G'.

Beweis. Es gilt w(E'\M) = w(E*) —w(E* N M) = w(E*) —w(M), da alle e € M, mit
e ¢ E* Gewicht 0 haben. O
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6 Mixed Max Cut und Via-Minimierung

Bemerkung: Die durch M induzierte Menge M* in G* kann leer sein! Dazu spéter.

Ausfiihrung von Schritt 4: Konstruktion eines perfekten Matchings minimalen
Gewichts in G'.

Zunéchst kann ein perfektes Matching minimalen Gewichts mit einem Algorithmus
zur Berechnung eines Matchings maximalen Gewichts folgendermafien konstruiert wer-
den.

Beobachtung: M ist ein perfektes Matching minimalen Gewichts in einem Graphen G =
(V, E) mit Kantengewichten w : E — R, genau dann, wenn M ein perfektes Matching
maximalen Gewichts in G = (V,E) mit Kantengewichten w : E — R, w(e) := W —
w(e), wobei W geeignete Konstante.

Wir miissen nun noch die ,,Perfektheit“ von M bei der Berechnung erzwingen. Wéhle da-
zu W geeignet. Zunéchst gilt fiir ein perfektes Matching M in G, dass

n
—-W-— W —
~ Y (e 5 wle) = B (W ),
eeM eeM
wobel Wy = maxXecg(w(e)). Fiir ein nicht-perfektes Matching M’ gilt andererseits

w(M') < (F—=1)-(W—wpin), wobei Wy, := minece(w(e)). Damit also w(M) > w(M')
gilt fiir alle perfekten Matchings M und alle nicht-perfekten Matchings M’ von G, reicht
es aus, W so zu wihlen, dass

n n
E(W Wmax) > (E_])(W Wmln),
also W > %(Wmax Wmm) + Win

ist. Aus Kapitel 5 kennen wir einen Algorithmus mit Laufzeit O(n? logn) um in einem
planaren Graphen ein Matching maximalen Gewichts, also auch ein perfektes Matching
minimalen Gewichts zu bestimmen.

Ausfiihrung von Schritt 5: Konstruktion des Schnitts.

Falls die durch E’\ M in E* induzierte Menge M* nicht leer ist, gib den entsprechenden
dualen Schnitt in G aus.

Wir miissen nun noch den Fall behandeln, dass das berechnete perfekte Matching M
minimalen Gewichts in G’ die leere Menge in G* induziert. Dazu berechnen wir in
O(n% logn) aus M eine nichttriviale gerade Menge in G* maximalen Gewichts. Diese
hat dann offensichtlich negatives Gewicht!

Konstruiere zu jedem Knoten v € V* aus G’ einen Graph G), indem entsprechend
Abbildung 6.4 in H, die Kanten {w’,u'} und {w”,u”} zugefiigt werden. Die Kanten
w’ u'} und {w”,u”} erhalten wieder Gewicht O.
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Abbildung 6.4: Konstruktion von G}, aus G’ zu ausgezeichnetem Knoten v € V*.

Lemma 6.5. M, ist ein perfektes Matching minimalen Gewichts in G, genau dann,
wenn die der Menge E] \ M, entsprechende Menge in E* eine gerade Kantenmenge
mazimalen Gewichts in G* ist, die eine zu v inzidente Kante enthdlt.

Beweis. Ein perfektes Matching M, in G, enthélt immer {w',u’} und {w”,u”}. Ein
solches Matching enthélt dann genau eine der Kanten eq, e, ez zu v. Das Lemma folgt
dann analog zu Lemma 6.3 und Folgerung 6.4. O

Ein perfektes Matching M, minimalen Gewichts in G, erhélt man in O(nlogn) aus
dem Matching M in G’. Wende dazu zweimal (fiir w’ und w”) den Algorithmus aus
Kapitel 5 an. Betrachte nun fiir alle v € V* den Graph G!. Eine nichttriviale gerade
Menge maximalen Gewichts in G* wird dann durch die Menge M induziert, fiir die
w(M) = min,ev-w(M,). Diese Menge M kann ,direkt“ in O(n? - logn) bestimmt
werden.

Durch Anwenden des PLANAR-SEPARATOR-THEOREMs kommt man zu einem effizien-
) ; : 3 )
teren Algorithmus mit Laufzeit O(nz - logn) wie folgt.

Voriiberlegung: Wenn fiir das in Schritt 4 berechnete perfekte Matching M minimalen
Gewichts in G’ gilt, dass die durch E’ \ M induzierte Menge in G* leer ist, so miissen
alle Kreise in G* negatives Gewicht haben. Die gesuchte nichttriviale gerade Menge in
G* besteht also aus einem einfachen Kreis negativen Gewichts, dessen Gewicht maximal
ist unter allen Kreisen in G*.

Lemma 6.6. In einem (nicht notwendigerweise einfachen) 3-requliren planaren Gra-

phen G, der keinen positiven Kreis enthdlt, kann ein negativer einfacher Kreis mazximalen
. . 3 . .

Gewichts in O(nz logn) Zeit bestimmt werden.

Beweis. Wende folgenden Algorithmus an.

Schritt 1: Berechne eine Partition S, V3, V5 in G, die die Bedingungen des PLANAR-
SEPARATOR-THEOREMs erfiillt.
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6 Mixed Max Cut und Via-Minimierung

Schritt 2: Berechne rekursiv negative einfache Kreise maximalen Gewichts in den durch
V; und V; induzierten Subgraphen Gi, Gz von G. Die Graphen G;, G; sind zwar
nicht notwendigerweise 3-regulér, die 3-Regularitdt kann aber durch rekursives
Entfernen von Grad-1-Knoten und Komprimieren von Grad-2-Knoten wieder her-
gestellt werden. (Diese Operationen erhalten Planaritiat und das Gewicht des schwer-
sten Kreises.)

Fiir jedes vi € S berechne den negativen einfachen Kreis maximalen Gewichts in
G, der v; enthélt, wie folgt:

Konstruiere zu G den Graphen G’ geméafl Schritt 3 des Mixed-Max-Cut-Algorith-
mus. Fiir jeden Knoten v; € S erweitere G’ zu G, , indem v; durch den durch
{fu, u” v v W' w”} induzierten Subgraphen (vgl. Abb. 6.4, rechts) ersetzt wird
(jeder dieser Graphen enthélt also die Knoten w’ und w” genau einmal), und be-
stimme in O(nlogn) ein perfektes Matching minimalen Gewichts von G, ; berech-

ne den dazu korrespondierenden negativen einfachen Kreis maximalen Gewichts

in G.

Schritt 3: Gib den Kreis maximalen Gewichts unter allen konstruierten Kreisen aus.
Dieser ist der gewiinschte Kreis in G, da jeder einfache Kreis in G entweder ganz
in Gy oder ganz in G, liegt oder (mindestens) ein v; € S enthélt.

Die Gesamtlaufzeit t(n) ist gegeben durch

t(no) =Co
ttm) =t(c;-n)+tlca-n)+c3-vn-n-logn,

wobeli cg, €1, C2, c3 konstant, ¢y, ¢ < % und ¢y +c¢, < 1. Damit ist t(n) € (’)(n% logn).O

Damit haben wir insgesamt folgenden Satz bewiesen.

Satz 6.7. In einem planaren Graphen G = (V, E) mit Kantengewichtsfunktionw : E —
R kann in O(TL% logn) ein Schnitt S C E konstruiert werden, mit w(S) mazimal.

6.2 Das Via-Minimierungs-Problem

Eine von vielen interessanten Anwendungen des MIXED-MAX-CUT-PROBLEMs tritt
beim Entwurf hochintegrierter Schaltungen auf. Man méochte eine Schaltung moglichst
kostengiinstig auf einem Chip realisieren. Ein Schritt in dem entsprechenden Entwurfspro-
zess besteht darin, ein Layout der Schaltung so innerhalb mehrerer Lagen zu realisieren,
dass die Anzahl der Lagenwechsel klein ist. Als Basis der Realisierung einer Schaltung
wird iiblicherweise ein orthogonales Gitter angenommen.
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6 Mixed Max Cut und Via-Minimierung

Eine Schaltung bestehe aus Modulen, auf deren Riandern Terminale liegen und Drdhten,
die jeweils vorgegebene Terminale verbinden. Ein Layout L ist dann eine Einbettung der
Schaltung in ein orthogonales Gitter, bei der Dréahte als kantendisjunkte Verbindungen
(im allgemeinen Steiner-Bdume) entlang Gitterlinien gefiihrt werden. Wir werden uns
hier auf den Fall beschrianken, dass jeder Draht genau zwei Terminale verbindet, d.h. die
Dréhte als kantendisjunkte Wege eingebettet werden konnen.

Jede Lage ist dann eine Kopie des orthogonalen Gitters, und eine zuléssige Lagenzu-
weisung besteht in einer knotendisjunkten Zuordnung der eingebetteten Drahtstiicke zu
Lagen, d.h. keine zwei Dréhte beriihren sich in derselben Lage. Lagenwechsel, so genannte
Vias, sind nur an Gitterpunkten erlaubt. Wenn es zu einem Layout eine zuléssige Lagen-
zuweisung in zwei Lagen gibt, so nennt man das Layout auch in zwei Lagen realisierbar.
Siehe Abbildungen 6.5 und 6.6.

ey god

L .

e

Module

Abbildung 6.5: Ein in zwei Lagen realisierbares Layout.

VIA-MIMIMIERUNGS-PROBLEM
Gegeben sei ein in zwei Lagen realisierbares Layout L. Finde eine Realisierung
von L in zwei Lagen mit minimaler Anzahl an Vias.

Bemerkung: Ein Layout, bei dem sich verschiedene Dréhte in Gitterpunkten kreuzen
diirfen, aber nicht an dem selben Gitterpunkt gegeneinander abknicken diirfen, konnen
immer leicht in zwei Lagen realisiert werden. Dazu ordnet man einfach alle vertikalen
Drahtstiicke der einen und alle horizontalen Drahtstiicke der anderen Lage zu. Solche
Layouts werden Manhattan-Layout genannt. Eine solche Realisierung in zwei Lagen fiir
das Layout aus Abbildung 6.5 wiirde vier Vias benétigen. In Abbildung 6.6 ist eine
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6 Mixed Max Cut und Via-Minimierung

Abbildung 6.6: Realisierung des Layouts aus Abbildung 6.5 in zwei Lagen mit 3 Vias.

Realisierung dieses Layouts in zwei Lagen mit 3 Vias gezeigt. Ist fiir das Layout in Abbil-
dung 6.5 eine Realisierung in zwei Lagen mit weniger als 3 Vias moglich?

Voriiberlegung: Eine Realisierung eines Layouts in zwei Lagen entspricht einer Zweifér-
bung der Drahtstiicke. Die Anzahl der Vias entspricht der Gesamtzahl der Farbwechsel
von Dréahten. Entsprechend werden wir das VIA-MIMIMIERUNGS-PROBLEM als ein Gra-
phenfarbungsproblem modellieren. Zunéchst miissen wir die entscheidenden Charakteri-
stika des Problems, die einerseits in den Konflikten zwischen Drahtstiicken und anderer-
seits in der geeigneten Wahl von Lagenwechseln durch Vias bestehen, durch einen Graph
ausdriicken. Dazu definieren wir den Konfliktgraph zu einem Layout.

1_ 1\ e l, 1_ \‘ Konfliktsegmente
a N | Ve b N
‘ 1 1 |
| |
| |
| |

Abbildung 6.7: Ausschnitt eines Layouts und dessen Aufteilung in Konflikt-Segmente
und Via-Kandidaten.

Die Drahte eines Layouts kénnen in zwei Typen von Drahtstiicken aufgeteilt werden, in
Konflikt-Segmente und in Via-Kandidaten. Siehe Abbildung 6.7.

— Konflikt-Segmente sind Drahtstiicke, die in allen Gitterpunkten andere Dréhte
beriihren.
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6 Mixed Max Cut und Via-Minimierung

— Die restlichen Drahtstiicke sind Via-Kandidaten, d.h. maximale Drahtstiicke, die
iiber mindestens einen Gitterpunkt gehen, iiber den kein anderer Draht geht. Dies
sind gerade die Drahtstiicke, auf denen Vias plaziert werden kénnen.

s

2 .

114

Abbildung 6.8: Der Konfliktgraph zum Layout aus Abbildung 6.5 und der zugehorige
Clustergraph.

Zu einem in zwei Lagen realisierbaren Layout L definiere den Konfliktgraph G (L) =
(Ve, E¢) wie folgt.

— V. entspricht der Menge aller Konflikt-Segmente
— E. enthélt zwei Typen von Kanten

— {u,v} € E. fiir Knoten u,v € V., welche Konflikt-Segmenten entsprechen, die
sich in einem Gitterpunkt beriihren, genannt Konfliktkanten

— {u, v} € E. fiir Knoten u,v € V., welche Konflikt-Segmenten entsprechen, die
inzident zu dem selben Via-Kandidaten sind.

Die Subgraphen von G, die durch Konfliktkanten induziert sind, d.h. Mengen von Kon-
fliktsegmenten, die sich gegenseitig beriihren, konnen zu Konfliktclustern zusammenge-
fasst werden. Dadurch wird ein bewerteter Clustergraph CG := (CV, CE) induziert, mit
Kantenbewertung ¢ : CE — N.

— CV entspricht der Menge der Konfliktcluster,

— {a, b} € CE, falls in dem Konfliktcluster zu a und dem Konfliktcluster zu b Kon-
fliktsegmente existieren, die durch denselben Via-Kandidaten verbunden sind,
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6 Mixed Max Cut und Via-Minimierung

1 b 1
' 2 «0»2 /\/2
2 a% a¥ - -
1 b
b
a b a

Abbildung 6.9: Verschwindende Vias (a) und Kanten, die sich beziiglich Vias unter-
schiedlich verhalten, im Clustergraph aber auf eine Kante abgebildet
werden (b).

— c(e) := # der Via-Kandidaten, die e entsprechen fiir e € CE.

Abbildung 6.8 zeigt den Konfliktgraph und zugehorigen Clustergraph zum Layout aus
Abbildung 6.5. Offensichtlich ist CG immer planar. Achtung, es kann passieren, dass
Viakandidaten beim Ubergang zum Clustergraphen in Clustern “verschwinden”, sie-
he Abbildung 6.9(a). Da Cluster am durch die Lagezuweisung eines einzelnen Knoten
vollstéandig bestimmt sind, sind dies gerade die Via-Kandidaten, die in jedem giiltigen
Layout einen Via enthalten bzw. in keinem giiltigen Layout einen Via enthalten. Zudem
miissen sich nicht alle Via-Kandidaten, die im Clustergraphen auf dieselbe Kante abge-
bildet werden gleich verhalten. Im Beispiel aus Abbildung 6.9(b) ist in jedem giiltigen
Layout auf genau einem der beiden Via-Kandidaten ein Via vorhanden. Dennoch werden
beide auf dieselbe Kante im Clustergraphen abgebildet.

-
-

V‘ ® LageO

® Lagel

Abbildung 6.10: Festlegung der Lagen aller Konfliktsegmente eines Konflikt-Clusters
durch Festlegung des Repréasentanten.

In einer Realisierung von L in zwei Lagen ist die Lage aller Konfliktsegmente eines
Konflikt-Clusters durch die Lage eines einzigen Konfliktsegments dieses Clusters festge-
legt. Man kann also einen beliebigen Knoten eines jeden Konflikt-Cluster als Reprdsen-
tanten der Lagenzuweisung wéahlen. Im folgenden gehen wir von einer fest gewéhlten
Menge von Représentanten aus.

Eine Realisierung von L in zwei Lagen entspricht zunéchst einer Zweifdrbung der Knoten
aus G, so dass Knoten, die durch eine Konfliktkante verbunden sind, verschiedene Far-
ben haben. Dies entspricht einer Farbung der Knoten von CG mit zwei Farben, wobei
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6 Mixed Max Cut und Via-Minimierung

Abbildung 6.11: Festlegung der Lagen entsprechend einer Zweifarbung im
Konfliktgraph.

adjazente Knoten die gleiche Farbe haben konnen. Eine ,echte” Zweifdarbung von G¢
wiirde dann einer Realisierung von L in zwei Lagen entsprechen ohne Vias. Bei geeignet
Wahl der Repréisentanten entspricht dies auch einer echten Zweifarbung von CG. Eine
sechte“ Zweifarbung eines Graphen existiert genau dann, wenn der Graph keine Kreise
ungerader Lénge enthélt. Solche Graphen heiflen bipartit. Es ist also leicht zu entschei-
den, ob ein Layout ohne Via in zwei Lagen realisierbar ist.

1
o .\2. ,
®
3 2
3
o o
2
2
o @

2

Abbildung 6.12: Zweifarbung des Cluster-Graph.

Fiir eine beliebige, aber feste Realisierung von L in zwei Lagen, d.h. eine Farbung der
Knoten von CG mit zwei Farben, sei v(e) die Anzahl der Vias auf Via-Kandidaten,
die e entsprechen. Da die sich die Farbung der Représentanten eindeutig auf den Kon-
fliktgraphen Gc erweitert werden kann, kann die Funktion v(e) leicht bestimmt werden.
Wir definieren nun fiir jede Kante e von CG die Via-Reduktion v,eq(e), die angibt, um
welchen Wert sich die Anzahl der Vias durch Vertauschen der Lagenzuweisung fiir ein
Konflikt-Cluster, das mit einem zu e gehorenden Via-Kandidaten inzident ist, verringert.
Also
Vrea(€) :=v(e) — (c(e) —v(e)) = 2v(e) —c(e).
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6 Mixed Max Cut und Via-Minimierung

. S

kein Via (

w(e) = v(e) - (c(e) -v(e)
11+1=1

asoenVia

Abbildung 6.13: Reduktion um ein Via bzgl. v.

Sei X C CV, dann ist die Via-Reduktion fiir X bzgl. v entsprechend definiert als

Vred(X) = Z Vred(e)

e={x,y}eCE
xeX, y¢XxX

Das heifit, dass vieq(X) die Via-Reduktion bzgl. der zu v gehorigen Realisierung in zwei
Lagen bei Vertauschen der Lagen fiir alle Konflikt-Cluster, die Knoten aus X entsprechen,
ist.

Jede Realisierung eines Layouts L in zwei Lagen kann aus einer beliebigen Realisierung
von L in zwei Lagen durch Vertauschen der Lagen fiir eine geeignete Menge von Konflikt-
Clustern erreicht werden. Damit ist das VIA-MINIMIERUNGS-PROBLEM &dquivalent zu
folgendem Maximierungsproblem.

MaX-VIA-REDUKTION

Gegeben der planare Clustergraph CG = (CV, CE) mit Kantenbewertung c
zu einem Layout und eine (nicht notwendig echte) Farbung der Knoten von
CG mit zwei Farben. Sei v: CE — Z die zugehorige Funktion der Via-Anzahl
und Vv,.q die entsprechende Funktion der Via-Reduktion.

Finde X C CV, so dass Vyeq(X) maximal ist.
Da jedes X C CV einen Schnitt in CG induziert, und v,.q(X) gerade das Gewicht dieses

Schnittes bzgl. der Kantengewichtsfunktion v,.q : CE — Z ist, entspricht dieses Problem
gerade dem Mized-Mazx-Cut-Problem.

Startend bei einer beliebigen Wahl der Représentanten und einer beliebigen Farbung, be-
steht unser Problem also in der maximalen Via-Reduktion, also der Wahl einer Knoten-
menge X C CV so, dass der zugehorige Schnitt maximales Gewicht hat.

Beachte: vyeq kann auch negative Werte haben.
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6 Mixed Max Cut und Via-Minimierung

Abbildung 6.14: Realisierung des Layouts aus Abbildung 6.5 in zwei Lagen mit nur 2
Vias.
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7 Das Menger-Problem

Das Menger-Problem ist ein ,Kernproblem* vieler Anwendungsprobleme, etwa aus dem
Bereich ,, Verkehrsplanung“, ,, Schaltkreisentwurf“ oder ,, Kommunikationsnetzwerke®“. Wir
werden Linearzeitalgorithmen zur Losung des kantendisjunkten bzw. knotendisjunkten
Menger-Problems in planaren Graphen angeben. Beide Algorithmen beruhen im wesent-
lichen auf einer Right-First-Tiefensuche.

Eine Menge S C V heifit Separator von G = (V,E), falls der durch V\S induzierte
Subgraph von G unzusammenhéngend ist. S trennt die Knoten u,v € V\S, falls u und v
in dem durch V\S induzierten Subgraph (bezeichnet mit G—S) in verschiedenen Zusam-
menhangskomponenten liegen. Siehe Abb. 2.3. Wir definieren den Knotenzusammenhang
Kg(u,v) zweier Knoten u und v bzw. den Knotenzusammenhang k(G) des Graphen G
wie folgt.

V| —1, falls {u,v} € E
Kg(w,v) = min S|, sonst.

scy,
S trennt w und v

K(G) = min {ISLIV[=1} = 1irgeane(u,v)

S Separatof von G

Eine Menge S C E heifit Schnitt von G = (V,E), falls der durch E\S induzierte Sub-
graph von G unzusammenhingend ist, d.h. in Graphen G; = (V7,E¢), G, = (V3, E3)
zerféﬂlt, mit V] U VZ = \/, V1 N VZ = @, E] U Ez = E\S, E1 N Ez = @, wobei alle Kanten
aus S einen Endknoten in V; und einen Endknoten in V, haben. S trennt die Knoten
u,v €V, falls u und v in dem durch E\S induzierten Subgraph (bezeichnet mit G —S)
in verschiedenen Zusammenhangskomponenten liegen. Entsprechend definieren wir den
Kantenzusammenhang Ag(u,v) zweier Knoten u und v, bzw. den Kantenzusammenhang

A(G) des Graphen G wie folgt.

Aglu,v) = min S
o(u,v) min S|
S trennt uw und v
AG) = min S| = min Ag(u,v
(6) min IS = min Ac(w,v)

S Schnitt von G
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7 Das Menger-Problem

G heiflt k-fach knoten- bzw. kantenzusammenhdngend, falls k < k(G) bzw. k < A(G).
Zwei Wege in einem Graphen G heilen (intern) knotendisjunkt, wenn sie (aufler den
Endknoten) keine gemeinsamen Knoten enthalten und kantendisjunkt, wenn sie keine
gemeinsame Kante enthalten.

Satz 7.1. Satz von Menger (1927)
Seien s und t zwei Knoten eines Graphen G, s und t nicht adjazent bei der knotendis-
Junkten Version.

— kg(s,t) > k genau dann, wenn es k paarweise intern knotendisjunkte Wege zwi-
schen s und t in G gibt.

— Ag(s,t) > k genau dann, wenn es k paarweise kantendisjunkte Wege zwischen s
und t in G g¢ibt.

MENGER-PROBLEM

Gegeben sei ein Graph G = (V, E) und Knoten s, t € V. Finde eine maximale
Anzahl paarweise kanten- bzw. intern knotendisjunkter Wege, die s und t
verbinden.

7.1 Das kantendisjunkte Menger-Problem in planaren
Graphen

Der im folgenden ausgefiihrte Algorithmus zur Losung des kantendisjunkten Menger-
Problems in planaren Graphen wurde 1994 von K. Weihe veroffentlicht. Eine Variante
des Algorithmus wurde 1997 von Coupry vorgestellt. Beide Algorithmen haben lineare
Laufzeit. Betrachte im folgenden einen planaren Graphen G = (V, E) mit einer planaren
Einbettung, bei der t auf der dufleren Facette liegt.

Kantendisjunkter Menger-Algorithmus

— —
Schritt 1: Ersetze in Linearzeit G = (V, E) durch den gerichteten Graphen G = (V, E),
der entsteht, indem jede Kante {u, v} € E ersetzt wird durch die beiden gerichteten

Kanten (u,v), (v,u) € E.

Schritt 2: Berechne in_I;inearz_)eit eine Menge geeigneter einfaglrger kantendisjunkter ge-
richteter Kreise Cq,...,Cy, und kﬁtrachte den Graph G¢, der aus G entsteht,
indem alle Kanten, die auf einem Cj liegen, umgedreht werden.

Schritt 3: Berechne in E}nearzeit eine maximale Anzahl von kantendisjunkten gerichte-
ten s-t-Wegen in Gc.
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7 Das Menger-Problem

_)
Schritt 4: Berechne in Linearzeit aus der Menge der kantendisjunkten s-t-Wege in G¢
eine Menge kantendisjunkter s-t-Wege in G gleicher Kardinalitét.

Ausfuhrung von Schritt 1: Konstruktion von
G = (V, E)

s

Wy

Abbildung 7.1: Ersetzung von G = ) durch G =

Ersetze G = (V, E) durch den gerichteten Graphen E) =(V, ?), der entsteht, indem jede
Kante {u,v} € E ersetzt wird durch die beiden gerichteten Kanten (u,v), (v,u) € E)
Die Begriffe Weg, s-t-Weg und Kreis werden kanonisch iibertragen zu den Begriffen
gerichteter Weg, gerichteter s-t-Weg und gerichteter Kreis.

H
Lemma 7.2. Seien pq,...,pr kantendisjunkte, gerichtete s-t-Wege in G. Dann enthalt
die Menge P C E, P := {{u,v}: genau eine der beiden gerichteten Kanten (u,v) oder
(v,u) gehort zu einem der Wege pi, 1 <1 <1} gerade v kantendisjunkte Wege s-t-Wege
mn G.

Beweis.
1. Wenn p; beide Kanten (u,v) und (v, u) enthélt, so ist p; nicht einfach. Es gibt zu
pi einen einfachen gerichteten s-t-Weg, der weder (u,v) noch (v, u) enthélt.

2. Seien nun psi, p; gerichtete s-t-Wege, p; enthalte die Kante (u,v) und p; enthalte
die Kante (v,u). Dann gibt es zwei gerichtete kantendisjunkte s-t-Wege, die alle
Kanten aus p; und p; enthalten, auBer (u,v) und (v,u).

Damit folgt die Behauptung (siche Abb. 7.2). O

Folgerung 7.3. Eine maximale Anzahl kantendisjunkter gerichteter s-t-Wege p1, ..., Pk

in G induziert eine maximale Anzahl kantendisjunkter s-t-Wege in G. Diese kinnen of-
fensichtlich in Linearzeit aus p,...,px konstruiert werden.
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'®

Abbildung 7.2: Tllustration von Lemma 7.2

H
Ausfiihrung von Schritt 2: Konstruktion von G¢

Berec_l)me in_)Linearzeit eine Menge > von einfachgl kantendisjunkten gerichteten Krei-
sen Cq,...,Cy, so dass der Graph G¢, der aus G entsteht, durch Ersetzen aller Kan-

ten (u,v), die auf einem der C; liegen, durch die Kante (v,u)’ folgende Eigenschaften
hat.

—
Eigenschaft 1 G enthéilt keinen Rechtskreis, d.h. keinen einfach gerichteten Kreis, des-
sen ,, Inneres“ (= Menge der vom Kreis umschlossenen Facetten, die nicht die duflere
Facette enthilt) rechts vom Kreis liegt.

— =
Eigens_cl)mft 2HBilde_) Pc C Ec Menge von kantendisjunkten gerichteten s-t-Wegen in
Gcund P C E sei definiert als

-l

= (P_>Cﬁf>)

U{(u,v) € T (u,v) auf einem der a und (v,u)’ ¢ P—é}

_)
Dann soll E} genau dann gine maximale Menge kantendisjunkter gerichteter s-
t-Wege in G sein, wenn P¢ eine maximale Menge kantendisjunkter gerichteter

—
s-t-Wege in G ist.

Bemerkung.
1. G¢ kann doppelte Kanten (v,u) und (v,u)’ enthalten.

— —

2. P entsteht aus Pc, indem genau die Kanten ,herausgenommen® werden, die in
Pc liegen und ,umgedreht” wurden, und die Kanten ,hinzugenommen® werden,
die nicht in Pc liegen und ,umgedreht wurden.
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YZAN AN
/NL\ VA VAN
NS NA\/

—)% ——
G Cq Cz GC l

/x /\ Pc
VA VANSY A WV/AN
R//L\/e NS

Abbildung 7.3: Hlustration von Schritt 2.

] — —
Konstruktion der C;,...,C;

Sei F Menge der Facetten von G. Definiere den Abstand einer Facette f € F von der
duleren Facette fp, d.h.

dist(f) := Lénge eines kiirzesten Weges von dem Dualknoten zu f zum
Dualknoten der dufleren Facette fy in G*.

Sei 1 := max dist(f) und fiir 1 <1 < lsei C; Vereinigung der einfachen Kreise ¢; in G, fiir

feF
die alle Facetten f € Inneres(c;) gfiillen dist(f) > 1, und alle Facetten f € Aufleres(c;)
erfiLllen dist(f) < i. Dann seien Cy,...,Cy die Cy,..., Cy entsprechenden Rechtskreise
in G.

— - = —
Wir beweisen, dass der durch Umkehren der Kreise Cq,...,Cyin G induzierte Graph G¢

die gewiinschten Eigenschaften hat.

—
Zu Eigenschaft 1: Offensichtlich enthéilt G¢ keine Rec}ﬁkreise, da von jedem Rechts-
kreis aus G mindestens eine Kante auf einem der C; liegen muss.

Zu Eigenschaft 2: Wir benutzen folgendes Lemma iiber kantendisjunkte s-t-Wege in
gerichteten Graphen.
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(L

Abbildung 7.4: Illustration von Eigenschaft 2.

Lemma 7.4. Sei ﬁ = (V(ﬁ),E(ﬁ)) ein gerichteter zusammenhdngender Graph, s,t €

V(ﬁ). Also besteht ﬁ aus genau k kantendisjunkten gerichteten s-t-Wegen genau dann,
wenn gilt:

(1) Fiir alle v € V(H)\{s, t} ist " (v) = d= (v),

wobei A7 (v) := # Kanten, die v verlassen, und
d=(v) := # Kanten, die in v hereinfiihren

(2) k=d"(s)—d—(s) = d—(t) — d~(t)

Beweis. ,,—“ Da jeder s-t-Weg fiir jeden Knoten v dieselbe Anzahl Kanten zu d— (v)
wie zu d (v) beitrégt, gilt (1). Jeder s-t-Weg trégt genau eine Kante zu d 7 (s) —d (s),
und genau eine Kante zu d” (t) — d~(t). Also gilt auch (2).

,<=“ Wenn jeder Knoten aus V(ﬁ)\{s,t} Bedingung 1 erfiillt, und d7(s) — d (s) =
d=(t) — d7(t), so gibt es dabei gerade k s-t-Wege. Damit besteht ﬁ also aus k nicht
notwendig einfachen, kantendisjunkten s-t-Wegen. O

— — .. —
Sei E}m Pc Menge kantendisjunkter gerichteter s-t-Wege in G¢. Beim Ubergang von P¢
zu P dndern sich d7(v) und d (v) fiir jeden Knoten v € V um den gleichen Be-
trag. Nur fiir v auf einem C; dndert sich d(v) bzw. d* (v) und zwar fiir (v,u), (w,v)
aus C;.

(u,v)’, (vyw) € P—é gdw. (v,u), (wv) ¢ P (1)
(,v)' € Pe, (v,w)' & Pe gdw. (vw¢ P, (wy)eP baw.  (2)
(u,v) ¢ P_>C, (v, w)’ P_>C gdw. (v,u)e 3}, (w,v) ¢ P

(u,v)', (v,w) ¢ ITC gdw. (v,u)(w,v) e P (3)
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7 Das Menger-Problem
In P_C) gilt
k=d7(s)—d (s) =d" (t) —d 7 (t)

g.d.w. in ? gilt
k=d7(s)—d (s)=d"(t)—d(t) .

—
Folgerung 7.5. Aus k kantendisjunkten s-t-Wegen in G¢ kénnen in Linearzeit k kan-
tendisjunkte s-t-Wege in G berechnet werden.

- - -
Die Cq,...,Cy kénnen in Linearzeit konstruiert werden (Ubung).

Aus_fi)jhrung von Schritt 3: Berechnung einer maximalen Anzahl von s-t-Wegen
in GC

Zur_])Berechnung einer maximalen Anzahl von kantendisjunkten gerichteten s-t-Wegen

in G¢ in Linearzeit geben wir eine Prozedur an, die auf einer Right-First-Tiefensuche
basiert.

RIGHT-FIRST PROZEDUR (G_C>, P_>C)

1: Seien ey,...,e, Kanten aus ?C, die aus s herauslaufen; P_C) — 0.

2: Fiir i:=1 bis r fithre aus

3: e e;

4: pi ¢ {ei

5: Solange Einlaufknoten von e nicht s oder t fiihre aus

6: v « Einlaufknoten von e

7: e’ «— rechteste freie auslaufende Kante von v bzgl. ,Referenzkante* von v

8: pi—piU{e’}l; e ¢’

9: Falls p; s-t-Weg dann
e

10: setze Pc « PcU{py}

11: Ende , Falls*

12: Ende ,Solange“

13: Ende ,Fir“

Version von Weihe: Referenzkante von v ist jeweils die aktuelle in v einlaufende Kan-
te e.

Version von Coupry: Referenzkante von v ist die allererste Kante iiber die der Knoten v
besucht wird. Diese Kante muss also beim ersten Besuch an v abgespeichert werden.

Laufzeit: Die Version von Coupry kann direkt in Linearzeit realisiert werden. Die rech-
teste freie auslaufende Kante bzgl. der Referenzkante ist in diesem Fall immer die
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nidchste auslaufende Kante nach der zuletzt besetzten in der Adjazenzliste des Kno-
ten, falls diese im Gegenuhrzeigersinn angeordnet ist. Die Gesamtlaufzeit ist also line-

ar in der Anzahl der Kanten in G¢ amortisiert iiber alle Durchlaufe i = 1 bis r von
Schritt 2.

Um die Version von Weihe in Linearzeit zu realisieren, werden die Suchschritte an jedem
Knoten als Folge von UNION- und FIND-Operationen ausgefiihrt. Die hier verwendete
Version von UNION-FIND ist linear.

Korrektheit: Wir beweisen die Korrektheit fiir die Version von Weihe. Die Schleife 5.
der RIGHT-FIRST-PROZEDUR endet immer in s oder t, da fiir jﬂen Knoten v in

_%

Gc per Konstruktion d—(v) = d (v). Wir beweisen, dass am Ende Pc eine maximale
Anzahl kantendisjunkter gerichteter s-t-Wege enthélt. Dazu benutzen wir die gerichtete,
kantendisjunkte Version des Satz von Menger.

Satz 7.6. Die Maximalzahl gerichteter kantendisjunkter s-t-Wege in einem gerichteten
Graphen ist gleich der minimalen Kardinalitdt eines s—_t)—Schm’%s. Daber zls_t) ACE emn
s-t-Schnitt in einem (beliebigen) gerichteten Graphen G = (V, E), wenn G — A keinen
gerichteten s-t-Weg enthdlt.

_)
Wir konstruieren basierend auf den in Schleife 5 berechneten py,...,p; (d.h. Pc zusam-

men mit den pj, die in s geendet haben) einen gerichteten Kreis ? in G¢ mit folgenden
Eigenschaften:

i) s liegt in Inneres(?) oder auf ?,

ii) t liegt in Auﬁeres(?),
iii) die Anzahl der Kanten, die von ? aus in AuBleres( K

Cal ) zeigen, ist gleich der Anzahl
der s-t-Wege in Pc.

H
Wenn i — iii gelten, so induziert K einen s-t-Schnitt mit der gewiinschten Kardina-
litat.

Konstruktion von ?

Seien pq,...,pr die Linkskreise und s-t-Wege, die von der RIGHT-FIRST-PROZEDUR
berechnet werden. ? wird ausgehend von einer Kante (v, s), die von einem der py, ..., pr
besetzt ist, mittels einer riickwérts gerichteten Suche mit Left—_F)‘ irst-Auswahlregel kon-
struiert. Falls es keine solche Kante (v, s) gibt, so setze {s} := K. Ansonsten ist K eine
Folge von Kanten (vy,vy_1)...(v1,vo) mit (v, v,_1) = (v,s). Die Kante (vi,1,v;) ist
die im Uhrzeigersinn néchste Kante nach (vi,vi_1) in der Adjazenzliste von vy, die von
einem der pq,...,p, besetzt ist. (vq,Vvo) ist entweder die erste Kante nach (v,,v,_7) mit
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7 Das Menger-Problem

Vo =8 oder die erste Kante in der Folge, fiir die die néchste zu wihlende Kante bereits
zu K gehort.

Nach Konstruktion von ? gelten offensichtlich i und ii.

— — - — -
Lemma 7.7. Betrachte Gc = (V,Ec) und K. Jedei()cmte (u,v) € Ec mit u auf K und
v e Auﬁeres(?) gehort zu einem der s-t-Wege auf Pc

Beweis. Nach Konstruktion von ? zeigt keine Kante, die von einem der Wege und
Linkskreise p1,...,pr besetzt ist, von AuBeres( K) auf K. Dann kann jedoch auch keine

Kante (u,v) € Ec mit u auf ? und v € Auﬁeres(?) von einem der Linkskreise aus
P1,...,Pr besetzt sein.

- -
Zu einem Knoten u auf K betrachte die Kante (u,w) auf K. Die Referenzkante von
u zeigt von Inneres(?) auf u oder liegt auf ?, und deshalb liegt (u,v), mit v €
Auﬁeres(?) rechts von (u,w) bzgl. der Referenzkante von u. Dann mufl aber (u,v)

durch einen s-t-Weg aus Pc besetzt sein, ansonsten wére vor (u, w) die Kante (u,v) im
Algorithmus durch ein p; besetzt worden. O

Aus Lemma 7.7 folgt dann direkt das folgende Lemma und damit die Korrektheit von
Schritt 3.

_) .
Lemma 7.8._>Dz'e Menge A_):: {(u,v) € Ec : u auf ?,v € Auﬁeres(?) ist ein s-t-
Schnitt von Ge und |A] = |Pcl.

t

“ .
ZAvy

o
Abbildung 7.5: Wege p1,p2 (rot und blau) und der Kreis p3 in G¢. K besteht aus der in
s hereinfithrenden Kante von p3, gefolgt von der zweiten Kante aus p;

und vier weiteren Kanten aus p3, und der durch K induzierte Schnitt A.

Folgerung 7.9. Der Algorithmus zu Schritt 3 berechnet eine mazimale Anzahl kanten-

disjunkter s-t-Wege in Gc. Damit berechnet der Algorithmus insgesamt in O(n) eine
mazximale Anzahl kantendisjunkter s-t- Wege im planaren Graphen G.

70



7 Das Menger-Problem

Ausfiihrung von Schritt 4: Konstruktion einer maximalen Anzahl kantendisjunkter
s-t-Wege in G

_)
Berechne in Linearzeit aus der Menge der kantendisjunkten s-t-Wege in G¢ eine Menge
kantendisjunkter s-t-Wege in G gleicher Kardinalitdt. Dies geht entsprechend Lemma 7.2
und Folgerung 7.5.

7.2 Das knotendisjunkte
Menger-Problem

Betrachte wieder einen planaren Graphen G = (V,E) mit einer planaren Einbettung,
bei der t auf der dufleren Facette liegt. Wir behandeln einen Linearzeitalgorithmus zur
Losung des knotendisjunkten Menger Problems.

Knotendisjunkter Menger-Algorithmus

Schritt 1: Ersetze G = (V, E) durch den gerichteten Graphen E’ =(V, f)), der entsteht,
indem jede Kante {u,v} € E ersetzt wird durch die beiden gerichteten Kanten

H
(u,v), (v,u) € E, falls sie nicht mit s oder t inzident ist; Kanten {u, s} € E nur
durch (s,u) und Kanten {u,t} € E nur durch (u,t). Wenn p_1> e ,ﬁ knotendis-

junkte s-t-Wege in in G sind, so induzieren diese direkt knotendisjunkte s-t-Wege

P1,...,prin G.
Schritt 2: Seien e;,...,e, € E die Kanten aus G, die aus s herauslaufen. In einer
Schleife iiber ey, ..., e, werden knotendisjunkte, gerichtete s-t-Wege mittels einer

Suche mit , Right-First“ Auswahlregel konstruiert. Dabei werden , Konflikte“ zwi-
schen bereits besetzten Knoten und dem aktuellen Suchweg geeignet ,,aufgelost*.

Ein besetzter Knoten v ist mit genau einer besetzten einlaufenden Kante (u,v)
und genau einer besetzten auslaufenden Kante (v, w) inzident. Der Suchweg kann
also von links oder von rechts in Bezug auf (u,v), (v,w) auf v treffen.

Behandlung von Konflikten zwischen Suchweg und besetztem Knoten
V.

1. Konflikt von links: Der aktuelle Suchweg trifft von links auf einen besetzten Knoten v.

Dann wird ein Backtmc_k)—Remove—Schritt ausgefiihrt, d.h. die letzte Kante des Suchwegs
vom Suchweg und aus G entfernt.
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7 Das Menger-Problem
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Abbildung 7.6: Eindeutig in v einlaufende und auslaufende besetzte Kanten (u,v) und
(v, w).
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Abbildung 7.7: Konflikt von links.

2. Konflikt von rechts: Der aktuelle Suchweg trifft von rechts auf einen besetzten Kno-
ten v. p sei der Teilweg von s nach v, zu dem die besetzte in v einlaufende Kante
gehort, q der Teilweg von v nach t, zu dem die besetzte aus v auslaufende Kante gehort,
und v der aktuelle Suchweg. Die Teilwege v und q werden zu einem s-t-Weg zusam-
mengesetzt, und p als aktueller Suchweg betrachtet. Dies kann als eine ,,Umorganisation
von Wegen“ angesehen werden. Danach trifft der aktuelle Suchweg von links auf den
besetzten Knoten, d.h. es tritt ein Konflikt von links ein. Dies wird wie gehabt durch
einen Backtrack-Remove-Schritt aufgelost. Siehe Abb. 7.8.

Voraussetzung dafiir, dass diese ,,Umorganisation von Wegen* sinnvoll ist, ist die Be-
dingung, dass die zu v inzidenten besetzten Kanten nicht zu dem aktuellen Suchweg
gehoren. Daher ist der Algorithmus so angelegt, dass diese Situation egt gar nicht auf-
tritt, d.h. der Suchweg keinen Rechtskreis durchlauft. Beachte, dass G selbst Rechts-
kreise enthélt.

Trick 1: Man kann beweisen, dass fiir eine Kante (v,w), iiber die der Suchweg einen
Rechtskreis mit Konflikt in v durchlaufen wiirde, bereits zu einem fritheren Zeitpunkt des
Algorithmus die umgekehrte Kante (w, v) in einem Linkskreis mit Konflikt in v durchlau-
fen wurde. Daher wird eine Kante (v, w) entfernt, fiir die gilt:
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7 Das Menger-Problem

S

Abbildung 7.8: Umorganisation der Teilwege p, g (rot) und dem aktuellen Suchweg r
(griin).

. Rechtskreis
S

Abbildung 7.9: Konflikt von rechts an einem Knoten v durch einen Rechtskreis im ak-
tuellen Suchweg.

Ve

S S

Durchlauf eines Rechtskreis vorher Durchlauf von entsprechendem Linkskreis

Abbildung 7.10: Illustration zu Trick 1.
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7 Das Menger-Problem

(v, w) wiirde nach Right-First-Auswahlregel als ndchste Kante von dem aktu-
ellen Suchweg belegt, und (w,v) ist zuvor einmal von dem aktuellen Suchweg
belegt worden.

Um diese Bedingung abzutesten, muss fiir eine Kante bekannt sein, ob sie bereits von
dem aktuellen Suchweg belegt wurde. Es miisste also zu jeder belegten Kante gespeichert
werden, von welchem Weg sie belegt ist.

Problem: Belegte Kanten &ndern im Laufe des Algorithmus ihre Zugehorigkeit zu Wegen,
da die Wege selbst im Laufe des Algorithmus jeweils bei einem Konflikt von rechts
umorganisiert werden. Ein Update fiir alle betroffenen Kanten bei jeder Umorganisation
wiirde jedoch zu quadratischer Laufzeit fiithren.

Trick 2: Es wird ein ,globaler Zdhler* eingefiihrt, der immer dann erhoht wird, wenn
entweder von s aus ein neuer Suchweg startet, oder wegen eines Konflikts von rechts der
Suchweg umorganisiert wird. Jeder Knoten erhélt einen ,lokalen Zeitstempel“. Wird ein
Knoten zum fithrenden Knoten des aktuellen Suchwegs, so wird sein lokaler Zeitstempel
auf den aktuellen Wert des globalen Zihlers gesetzt.

Es gilt dann: Falls Kante (w,v) im Algorithmus bereits zuvor von dem aktuellen Suchweg
belegt wurde, so sind bei Betrachtung der Kante (v, w) als eventuelle nichste vom Such-
weg zu belegende Kante, die lokalen Zeitstempel von v und w identisch.

RIGHT-FIRST-PROZEDUR zu Schritt 2

Insgesamt besteht nun Schritt 2 aus einer RIGHT-FIRST-PROZEDUR (Algorithmus 1).
Sie beginnt jeweils bei einer aus s herausfithrenden Kante, und endet entweder bei
t oder wieder bei s. Im Laufe des Verfahrens werden knotendisjunkte s-t-Wege kon-
struiert. Wegen der wiederholt durchgefiihrten Umorganisation von Wegen, tritt ein
einmal konstruierter s-t-Weg nicht unbedingt als solcher in der endgiiltigen Losung
auf.

Laufzeit: Die Gesamtzahl der Durgllléufe von 6. ist linear in der Anzahl der Kanten von
G, denn jede einzelne Kante von G ist zunéchst unbesetzt, wird im Laufe des Algorith-
mus hochstens einmal besetzt, und hochstens einmal nach Besetzen (,,ansonsten® in 14.)
bzw. direkt bei erster Betrachtung (in 18.) entfernt. Die Anzahl der Operationen, die fiir
jede Kante ausgefiihrt wird, ist konstant. Beachte dazu, dass die Auswahl der rechtesten
freien herausfithrenden Kante bzgl. der fithrenden Kante des aktuellen Suchwegs in 16.
in konstanter Zeit ausgefiihrt werden kann. Die gesuchte Kante ist immer die néchste
freie herausfithrende Kante in der Adjazenzliste. Denn falls fiir einen Knoten v dieser
Auswahlschritt mehrfach ausgefithrt wird, so ist die ,Referenzkante“ immer dieselbe.
Damit ist die Gesamtlaufzeit des Algorithmus in O(n).

Korrektheit: Wir fithren hier keinen ausfiihrlichen Korrektheitsbeweis, da dieser relativ
aufwendig ist. Die Korrektheit des Algorithmus kann bewiesen werden, indem die folgen-
den beiden ,, Invarianten“ fiir den Algorithmus bewiesen werden.
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7 Das Menger-Problem

Algorithmus 1 RIGHT-FIRST-PROZEDUR zu Schritt 2

1:

T e T s T e S

16:

17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:

24:
25:
26:
27:
28:
29:

H
e

= =
Seien ey, ..., e, die Kanten von G = (V, E ), die aus s herausfiihren. Die Reihenfolge
ist beliebig.

Setze Zahler « 0
Fiir i:=1 bis r fithre aus
Aktueller Suchweg bestehe aus Kante e; := (s, V).
Setze Zahler + Zahler + 1.
Solange v ¢ {s, t} fithre aus
Setze Zeitstempel(v) < Zahler
Falls der aktuelle Suchweg in v einen Konflikt von links hat dann
fithre ,,Backtrack-Remove“ aus.
sonst
Falls der aktuelle Suchweg in v einen Konflikt von rechts hat dann
fithre ,,Umorganisation® aus.
Setze Zahler « Zahler 4 1.
sonst
Falls eine unbesetzte aus v herausfithrende Kante (verschieden
von der Gegenkante zur gerade filhrenden Kante des aktuellen
Suchweges) existiert dann
wihle die rechteste freie herausfithrende Kante bzgl. der
fiihrenden Kante des aktuellen Suchweges. (v,w) sei diese
Kante.
Falls Falls Zeitstempel(v) = Zeitstempel(w) dann
entferne (v, w).
sonst
fiige (v,w) zum aktuellen Suchweg hinzu.
Ende , Falls“
sonst
fithre ,,Backtrack-Remove* mit der fithrenden Kante des ak-
tuellen Suchwegs aus.
Ende ,Falls”
Ende ,Falls*
Ende . Falls“
Setze v « fithrender Knoten des aktuellen Suchwegs.
Ende ,,Solange*
Ende ,Fiir“
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7 Das Menger-Problem

Invariante 1: Der Suchweg formt zu keinem Zeitpunkt des Algorithmus einen Rechts-
zykel. (Dies bedeutet, dass Trick 1 und 2 greifen.)

Invariante 2: Die maximale _)Anzahl knotendisjunkter s-t-Wege in E) sei k. {ay,...,am}
seien die Kanten aus G, die im Laufe dgs Algoritgmus (in dieser Reihenfolge)
entfernt werden. Dann gilt: Der Graph G; := (V, E\{a1,...,a;}),1 <1 < m,
enthélt ebenfalls k knotendisjunkte s-t-Wege.
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7 Das Menger-Problem

Abbildung 7.11: Die Situation nach dem ersten Durchlauf von 3. mit dem in diesem
Durchlauf berechneten s-t-Weg (rot). Zwei gegenliaufige Pfeile geben
an, dass beide gerichteten Kanten noch im Graph existieren. Beachte,
dass rechts des ersten Weges keine auslaufende Kante mehr existiert.

N\ ! e

AN S

| s

N -
N | s
N s
N s

N
v

Abbildung 7.12: Die Situation nach dem ersten Suchschritt des zweiten Durchlauf von 3.
Der Suchweg (griin gestrichelt), d.h. s — u trifft im Knoten u von rechts
den s-t-Weg, der im ersten Durchlauf konstruiert wurde.
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7 Das Menger-Problem

Abbildung 7.13: Der Teilwegvon s — u des ersten s-t-Weges wird zum neuen Suchweg
(griin gestrichelt), und der vorherige Suchweg wird mit dem Teilweg von
u — t des ersten s-t-Weges zu einem s-t-Weg (rot) zusammengesetzt.

Abbildung 7.14: Alle weiteren Konflikte im zweiten Durchlauf sind Konflikte, bei denen
der Suchweg (griin gestrichelt) den konstruierten s-t-Weg (rot) von links
trifft, zweimal in v und spéter einmal in w.
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Abbildung 7.15: Ein Beispiel, in dem ein Konflikt auftritt, der den vermeintlichen Durch-
lauf eines Rechtskreises ,,ankiindigt®.

Abbildung 7.16: Nach drei Backtrack-Remove-Schritten. Nun ist (v, w) die ndchste Kan-
te, die der Suchweg betrachtet. Die Zeitstemplel von v und w sind zu
diesem Zeitpunkt identisch, also wird (v, w) nicht gewé#hlt, sondern ent-
fernt und stattdessen (v, x) gewéhlt. Wiirde der Algorithmus tatséchlich
(v,w) wahlen, so wiirde ein Rechtkreis v.— w — u — v durchlaufen.
Auflésung des entsprechenden Konflikts von rechts durch Entfernen von
(u,v) wiirde alle optimalen Losungen zerstoren!
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8 Das Problem von Okamura und Seymour

Das Menger-Problem kann man als ein ,, Wegpackungsproblem* auffassen, d.h. es sollen
knotendisjunkte bzw. kantendisjunkte Wege zwischen vorgegebenen Knoten in einen
Graph , gepackt” werden. Ein allgemeineres kantendisjunktes Wegpackungsproblem kann
folgendermafen formuliert werden.

KANTENDISJUNKTES WEGPACKUNGSPROBLEM

Gegeben sei ein Graph G = (V,E) und Paare ausgezeichneter Knoten
{s1,t1}, ..., {sx, tx}, si, ti € V (nicht notwendig paarweise verschieden). Finde
paarweise kantendisjunkte si-ti-Wege p; in G, 1 < 1 < k. Die sy, t; werden
Terminale genannt, die Mengen {s;, t;} heilen Netze.

Dieses Problem ist NP-vollstindig, auch falls G planar ist. Naheliegende Einschrinkun-
gen des Problems in planaren Graphen sind:

— Die Lage der sy, t; ist ,eingeschrinkt”, etwa alle si, t;, 1 < 1i < k liegen auf dem
Rand derselben Facette.

— Sei D :={{s1,t1},...,{sk, tx}} (Menge der Demand-Kanten), dann soll G + D :=
(V,EU D) planar sein.

Ein wichtiges Kriterium fiir die Losbarkeit solcher Probleme ist &hnlich wie beim kanten-
disjunkten Menger-Problem die ,,Kapazitit® des Graph.

Definition 8.1. Sei G = (V,E), X C V. Dann heifit
cap(X) :={{u,v} e E:u e X, ve V\X}|

die Kapazitit von X (Grifie des durch X induzierten Schnittes). Zu G = (V,E) sei
D ={{si,ti} : si,t; € V, 1 <1 <k} gegeben. Dann heifst

dens(X) := [{{si, ti} € D : [{si, ti} N X| = 1}

die Dichte von X.
fcap(X) := cap(X) — dens(X)

bezeichne die freie Kapazitiat von X. X heifit saturiert, falls fcap(X) = 0 und iibersatu-
riert, falls fcap(X) < 0.
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Abbildung 8.1: Ein Problembeispiel mit Schnitt X, fiir den cap(X) = 3, dens(X) = 4 und
fcap(X) < 0 gilt

Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit des kantendisjunkten Wegpackungspro-
blems ist offensichtlich

fcap(X) > 0 firalle XCV.

Wir nennen diese Bedingung Kapazititsbedingung. Im allgemeinen ist die Kapazitéts-
bedingung keine hinreichende Bedingung fiir die Losbarkeit des kantendisjunkten Weg-
packungsproblems. Siehe Abb. 8.2.

1 2

2 1

Abbildung 8.2: Ein Problembeispiel, das die Kapazitatsbedingung erfiillt, d.h. cap(X) >
2 fiir alle ) £ X C V und dens(X) < 2, aber nicht 1ésbar ist.

Ein Graph G = (V,E) mit D = {{si,ti} : si,t; € V, 1 < 1 < k} erfiillt die Ge-
radheitsbedingung (auch Fuler-Bedingung genannt), falls fcap(X) gerade ist fiir alle
XCV.

Wir betrachten ab jetzt folgenden Spezialfall des kantendisjunkten Wegpackungspro-
blems:
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8 Das Problem von Okamura und Seymour

OKAMURA & SEYMOUR-PROBLEM

Gegeben sei ein planarer Graph G = (V, E) und Paare ausgezeichneter Kno-
ten {s1,t1},...,{sk, tx}, si,ti € V, wobei alle si, t; auf dem Rand derselben
Facette liegen. O.B.d.A. sei G so planar eingebettet, dass si, t;, 1 <1 < k auf
der dufleren Facette liegen. Auflerdem sei die Geradheitsbedingung erfiillt.
Finde paarweise kantendisjunkte si-ti-Wege p; in G, 1 <1 < k.

Lemma 8.2. Sei G = (V,E), D :={{sy, ti}: sy, ti € V, 1 <1 < k}. Es gilt fcap(X) gerade
fiir alle X €'V genau dann, wenn fcap(v) := fcap({v}) gerade fiir alle v € V.

Beweis. ,,—* ist trivial.

<= Sei also fcap(v) gerade fiir alle v € V. Es gilt fiir X C V

cap(X anp 2-[{{fu,v} € E:u,ve X}| und
veX
dens(X Z dens(v H{Sl, titeD:sy,t € X}|
veX
Dann ist
fcap(X) = Z cap(v Z dens(v H{u vieE:uve X}|
veX veX
‘}'2‘{{51, titeD:sy,t € X}|
= chap ([{{u, v e Eruv e XY
veX
‘|“{{Si,ti} eD:syt € X}D
Damit ist fcap(X) gerade, falls alle fcap(v) fiir v € X gerade sind. O

Satz 8.3 (Satz von Okamura & Seymour, 1981). Gegeben sei ein planar eingebel-
teter Graph G = (V,E) und D = {{s1,t1},...,{sk, tx}}, wobei sy,...,sy, t1,...,tx auf
dem Rand der dufleren Facette von G liegen. Die Kapazititsbedingung und die Gerad-
heitsbedingung seien erfillt. Dann existieren paarweise kantendisjunkte si-ti- Wege in G.

Der Beweis von Okamura & Seymour zu Satz 8.3 fithrt direkt zu einem O(n®) Algo-
rithmus zur Losung des kantendisjunkten Wegpackungsproblems in Graphen, die die
Bedingungen von Satz 8.3 erfiillen. Dieser kann auf O(n?) verbessert werden (Becker &
Mehlhorn 1986; Matsumoto, Nishizeki & Saito 1985). Dabei werden explizit Kapazitéiten
und Dichten von Schnitten untersucht unter Benutzung der Dualitit zwischen Schnitten
und Kreisen.
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8 Das Problem von Okamura und Seymour

Wir werden hier einen Linearzeitalgorithmus behandeln, der wiederum auf einer Tiefen-
suche mit Right-First-Auswahlregel basiert.

Sei im folgenden G = (V, E) planar eingebettet, so dass si,t1,..., Sy, tx auf dem Rand
der duBeren Facette liegen und die Geradheitsbedingung sei erfiillt. O.B.d.A. sei G
zweifach zusammenhingend; diese Annahme dient nur der Vereinfachung der Darstel-
lung.

Der Algorithmus besteht aus zwei Phasen. Zunéchst wird mittels einer Right-First-
Tiefensuche eine Losung fiir das kantendisjunkte Wegpackungsproblem fiir ein modi-
fiziertes Problembeispiel mit einer ,einfacheren® Struktur bestimmt. Diese Losung in-

H
duziert einen gerichteten Hilfsgraphen G, in dem dann wieder mittels Right-First-
Tiefensuche das Ausgangsproblem geltst wird.

Linearzeitalgorithmus fiir das Okamura &
Seymour-Problem

Schritt 1: Konstruiere aus G = (V,E) mit D = {{s1, t1},...,{sk, tx}} ein Problem beste-
hend aus G = (V, E) mit D’ = {{s{t1},...,{sy, ti}} mit ,einfacherer” Struktur.

Schritt 2: Gegeben sei G = (V,E) und D’ = {{s{,t{},..., sy, ti}}. Berechne in O(n)
kantendisjunkte s{-t{-Wege mittels Right-First-Tiefensuche und Orientierung der
entsprechenden Wege von s{ nach t{. Diese induzieren einen gerichteten Graph

G=(V,E)

—= —
Schritt 3: Gegeben sei nun der durch Schritt 2 induzierte Graph G = (V, E) und
D= {§1 Jtih ... {sk, tk}}. Berechne in O(n) kantendisjunkte gerichtete si-t;-Wege

piin G, welche kantendisjunkte s;-ti-Wege in G induzieren.

Definition 8.4. G = (V,E) mit D = {{s1,t1},...,{sx, tx}} hat Klammerstruktur, falls
G + D so planar eingebettet werden kann, dass die Kanten aus D kreuzungsfrei in die
duflere Facette der entsprechenden Einbettung von G eingebettet sind. Siehe Abb. 8.5.

Ausfiihrung von Schritt 1: Konstruktion von D’ mit
Klammerstruktur.

Konstruiere aus G = (V,E) mit D = {{s;,t1},...,{sx,tx}} ein Pro-
blem bestehend aus G = (V,E) mit D' = {{siti},... {s, t}}, so dass
{s1,.. sty = {sh,... s, t),. ., t ) und die {sj,t3}, ..., {sy, ti} Klam-

merstruktur haben.
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Abbildung 8.3: Beginnend mit einem beliebigen s;, z.B. sg haben die Netze Klammer-
struktur d.h. Paarung der {si, t;} entspricht einer korrekten Klammerung
der entsprechenden Klammern.

Zu einem Problembeispiel G = (V,E) mit D = {{sy, t1,},...,{sx, tx}} (ohne Klammer-
struktur) kann ein Problembeispiel G, D’ mit Klammerstruktur leicht in O(n) konstru-
iert werden. Wihle dazu ein beliebiges Terminal (s; oder t;) als Startterminal s. Begin-
nend bei s gehe im Gegenuhrzeigersinn um die &uflere Facette. Dem jeweils ersten Termi-
nal eines {si, t;} ordne eine 6ffnende Klammer zu und dem jeweils zweiten eine schlielende
Klammer. Die korrekte Klammerung dieser Klammern beginnend mit der Klammer zu
s induziert D’ (Realisierung mit STACK siehe Ubung).

Ausfiihrung von Schritt 2: Berechnung der s{-t{-Wege
qdr,.. ., dx

Gegeben sei G = (V,E) und D’ ={{s{, t{}, ..., sy, t;}} mit Klammerstruktur. Berechne in
O(n) kantendisjunkte s{-t{-Wege mittels Right-First-Tiefensuche und eine Orientierung
der entsprechenden Wege von s{ nach t{.

Abbildung 8.4: Aus technischen Griinden hinzugefiigte ,, Dummy-Kanten®.
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8 Das Problem von Okamura und Seymour

Die s{, t{ seien, beginnend beim Startterminal s im Gegenuhrzeigersinn so angeordnet,
dass jeweils s; vor t{ und t{ vor t{ ;. Aus technischen Griinden fiige jeweils Kanten wie
in Abb. 8.4 hinzu.

RIGHT-FIRST-PROZEDUR (G = (V,E), D' = {{s/, t}})

1: Fiir i:=1 bis k fithre aus
2: Fiige zu q; die eindeutige zu s! inzidente Kante ausgehend aus s orientiert als
fithrende Kante hinzu.

3: Setze v +— eindeutiger zu s{ adjazenter Knoten.

4: Solange v ¢ {s],t{,1 <j < k} fithre aus

5: Sei {v, w} rechteste freie Kante bzgl. der fiihrenden Kante von qj.
6: Fiige (v,w) zu q; als fithrende Kante hinzu.

7 Setze v « w.

8: Ende ,Solange“

9: Falls v # t{ dann

10: gib ,unlosbar® aus.

11: Ende ,Falls*

12: Ende ,Fiir"
13: Gib q1,..., qx aus.

Offensichtlich endet wegen der Geradheitsbedingung jeder Durchlauf von 1. bei einem
Terminalknoten.

Beobachtung. Wegen der Right-First-Auswahlregel konnen an einem Knoten v Rei-
henfolgen von Kanten wie in Abb. 8.5 nicht vorkommen. Daher gilt fir die Wege q;:

i. Keine zwer Wege qi und q; kreuzen sich.

1. Kein Weg qi kreuzt sich selbst.

voe
ANEEEAN

Abbildung 8.5: Reihenfolgen von Kanten, die wegen der Right-First-Auswahlregel nicht
vorkommen konnen.

— -
Sei G = (\7, E ),T/) C V, der Graph, der durch die von qq,...,qx belegten Kanten
zusammen mit der Orien_t)ierung induziert wird. Dann gilt fir v e V\{s/,t{: 1 <i <k},
dass d=(v) =d~(v) in G.
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8 Das Problem von Okamura und Seymour

Corollar 8.5. 8 = (\7,?) enthdlt keinen Rechtskreis.

Bewels Wenn C Kanten eines Rechtskreises in G sind, so gehoren nicht alle Kanten

aus C zu dem selben Weg q;. Seien qi, q; Wege die Kanten aus C besetzen. Da q; und
q; sich nicht kreuzen, miissen die Terminale s;, t{ und s;, t{ in der Reihenfolge s, t{, s;,

i M 1 )7
t{ im Gegenuhrzeigersinn auf der &ueren Facette von G 11egen. Dies ist ein Wlderspruch
Siehe Abb. 8.6. O
[ ) i s
P Fa

/"K__ * 9
SI ”/.
.fi,? ,,,,,

/

Abbildung 8.6: Durch einen Rechtskreis induzierte Reihenfolge der Terminale s/, t)-' ;S5
ti.

Lemma 8.6. Fir ein losbares Problem des Wegpackungsproblems G = (V,E) und D’ =
{s1,t1h -« st til), wobei D' Klammerstruktur hat, s{,t! auf dem Rand der duferen

Facette liegen und die Geradheitsbedingung erfillt ist, berechnet die RIGHT-FIRST-
PROZEDUR(G,D’) kantendisjunkte s{-t{-Wege qs, fir 1 <i<k.

Beweis. Betrachte eine beliebige kreuzungsfreie Losung q1, ..., qy. Eine solche Losung
existiert immer! Dann kénnen wir fiir jedes q; dessen linke und deren rechte Seite be-
trachten. Ebenso konnen wir fiir die von der RIGHT-FIRST-PROZEDUR konstruierten
Wege q; linke und rechte Seite betrachten.

Wenn q1, ..., gy kreuzungsfrei ist, so gilt fiir jedes q{, dass es vollstandig zur linken Seite
aller g7, ..., q{_; gehort. Induktiv iiber i, T <1i <k, gilt fiir jedes qi, da es mittels Right-
First-Auswahlregel und entsprechend der Klammerstruktur von D’ bestimmt wurde,
dass die linke Seite von q{ ganz enthalten ist in der linken Seite von q;. Daraus folgt
insbesondere, dass q; die Terminale s! und t{ verbindet. O

Laufzeit: Offensichtlich ist Schritt 2 amortisiert in O(n) realisierbar, da die rechteste
freie Kante bzgl. der filhrenden Kante immer die néchste Kante nach der fithrenden
Kante in der (aktuellen) Adjazenzliste ist, und damit in konstanter Zeit gefunden werden
kann.
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8 Das Problem von Okamura und Seymour

Ausfiihrung von Schritt 3: Berechnung der s;-t;-Wege
P1y-- P

Gegeben sei nun der durch Schritt 2 induzierte Graph 6) = (7, ?) und D =
{s1,t1}, ..., {sk, tx}}, wobei ausgehend vom Startterminal s aus Schritt 1 im Gegenuhr-
zeigersinn s; vor t; liegt, und 0.B.d.A. die_I)ndizierung so ist, dass t; vor ti,;. Berechne
in O(n) kantendisjunkte s;-t;-Wege p; in G mittels gerichteter Right-First-Tiefensuche,
und zwar der Reihe nach entsprechend der Indizierung der {s{, t{} (also entsprechend dem
Auftreten der t; ausgehend von s im Gegenuhrzeigersinn).

RIGHT-FIRST-PROZEDUR (G, D)

1: Fiir i =1 bis k fithre aus

2: Fiige zu p; die eindeutige aus s; herausfiihrende Kante von E) als fithrende
Kante hinzu.

3: Setze v « Einlaufknoten dieser Kante.

4: Solange v ¢ {s;,t;: 1 <j <k} fithre aus

5: Sei (v, w) die rechteste freie Kante, die aus v herausfiihrt bzgl. der fiihren-

den Kante von pi, dann fiige (v, w) zu p; als fithrende Kante hinzu.

6: Setze v «— w.

7 Ende ,Solange“

8: Falls v # t; dann

9: gib aus ,,unlésbar®.
10: Ende ,Falls“

11: Ende ,Fiir"

12: Gib py,...,,px aus.

Korrektheit: Um zu beweisen, dass Schritt 3 korrekte si-ti-Wege p; konstruiert fiir ein
l16sbares Problem geben wir einen Linearzeitalgorithmus an, der fiir jedes p; einen Weg p
angibt mit der Eigenschaft:

i. Falls p; korrekt s; mit t; verbindet, so induziert p einen saturierten Schnitt in G.

ii. Falls p; Terminal s; nicht mit t; verbindet, aber jedes p;, 1 <j <1 korrekt s; mit
t; verbindet, so induziert p einen iibersaturierten Schnitt in G.

Mit ii. ist im Fall, dass ein p; nicht s; mit t; verbindet, die Kapazitédtsbedingung, und
damit eine notwendige Bedingung fiir Losbarkeit, verletzt.

Sei p;i der i-te Weg, der konstruiert wurde, pj, 1 < j < 1 seien die zuvor konstru-
ierten Wege und verbinden jeweils s; und t;. Weg p; ende bei Knoten t. Dann ist
t e {ty,..., ti). Folgende Prozedur besteht aus einer , Left-First-Tiefensuche® riickwérts
und berechnet einen Weg p, der einen Schnitt mit den gewiinschten Eigenschaften in-
duziert.
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SCHNITT-PROZEDUR (p1,...,p:)

: P sei die eindeutige in t einlaufende Kante

v « Auslaufknoten dieser Kante.

. Solange v # {sq,..., sy} fithre aus

Sei (v,x) die letzte zu p hinzugefiigte Kante und (u,v) die im Uhrzeigersinn
erste Kante nach (v, x), die nicht durch p besetzt ist,

5: dann fiige (u,Vv) zu p hinzu.

6: Setze v :=u.

7: Ende ,,Solange*

8: Gib p aus.

W

Offensichtlich kann die SCHNITT-PROZEDUR in O(n) realisiert werden. Wir beweisen,
dass die Menge der Kanten {u, v} aus G, fiir die u auf p und v rechts von p liegt, einen
saturierten bzw. iibersaturierten Schnitt in G, D induzieren. Dazu muss natiirlich die
rechte Seite von p wohldefiniert sein.

Lemma 8.7. Der Wegp, der von der SCHNITT-PROZEDUR konstruiert wird, enthdlt
keine Kreuzung. Insbesondere sind seine linke und rechte Seite wohldefiniert.

Beweis. Angenommen p wiirde sich selbst kreuzen. Dann gibt es einen einfachen
Rechtskreis oder einen einfachen Linkskreis auf p mit Kreuzung in einem Knoten v.

_)
Da G nach Korollar 8.5 keinen Rechtskreis enthélt, gibt es in v einen einfachen Links-
kreis, wobei die entsprechenden Kanten von p, die zu v inzident sind, die in Abb. 8.7
gezeigte Konstellation bilden.

/ \\
| |
\
3
2,
Ve, 4
1. \

Abbildung 8.7: Mlustration zu Lemma 8.7.

Dies ist ein Widerspruch zur Vorgehensweise in Schritt 2 der SCHNITT-PROZEDUR.O

Lemma 8.8. Sei A die Menge der Kanten {u,v} aus G mit w aufp und v rechts von p.

Jede Kante {u,v} € A mit w auf p gehort zu G, und zwar in der Orientierung (u,v)
genau dann, wenn sie von einem der p;, 1 <j <1, besetzt ist.

Beweis. Sei {u,v} € A mit u auf p. Falls {u, v} von einem der p;, 1 <j < 1i besetzt ist,
so ist deren Orientierung (u,v) in G, nach Konstruktion von p.
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H
Fall 1: Angenommen {u,v} € A mit u auf p habe Orientierung (u,v) in G,und sei nicht
durch eines der p; besetzt.

Betrachte die zu p gehorenden Kanten (x,u), (u,y) inzident zu p, fiir die {u, v} rechts
von (x,u) und (u,y) liegt. Die Kante, die bei der Berechnung der py, ..., p; unmittelbar
vor (u,y) gewahlt wurde, ist dann (x,u) oder liegt links von (x,u) und (u,y). Dann ist
aber die Wahl von (u,y) ein Widerspruch zur Right-First-Auswahlregel. Siehe Abb. 8.8.

y
UA/
/\
\

.
.
3 [

X

Abbildung 8.8: Illustration zu Fall 1 aus Lemma 8.8.

Fall 2: Betrachte nun eine Kante {u,v} € A, mit u auf p, die nicht zu E) gehort. Dann
konnen wegen der Right-First Auswahlregel die Kanten (x,u), (u,y) von p, fir die {u, v}
rechts liegt, nicht beide zu dem selben Weg q{ aus G gehoren. Gehére (x,u) also zu qj
und (u,y) zu qq, j # L. Dann liegt die Vorgédngerkante von (u,y) auf q{ rechts von {u, v}
und (u,y), und kann daher von keinem der pq,...,p; besetzt sein. Dann muss es eine
weitere Kante (z,u) in 8 geben, die von einem der py,...,p; besetzt ist und links von
(x,u) und (u,y) liegt, und eine weitere Kante (u, w), die Nachfolgerkante von (z,u) auf
dem entsprechenden Weg ¢/ in G ist, und auch links von (x,u), (u,y) liegt. Dann liegt
aber die Kante {u, v} rechts von q/ im Widerspruch zur Right-First-Auswahlregel. Siehe
Abb. 8.9.

Abbildung 8.9: Illustration zu Fall 2 aus Lemma 8.8.

Lemma 8.9. Sei X CV Menge der Knoten rechts von p. Falls pi ein si-ti- Weg ist, ist
X saturiert, ansonsten ist X tbersaturiert.
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Beweis. Alle Kanten {u, v} mit u auf p und v € X gehoren entweder zu einem Weg pj,
1 <j <1, mit s5 € VAX und t; € X, oder zu einem Weg q;, mit s; € X und t; € VAX.
Wenn p; ein si-t;Weg ist, dann ist damit

cap(X) = ‘{{Sj,tj}l S5 € W\ X, t; € X, 1<5< 1}

_|_

{Isi): o] € X und ] € VAX, (s}, ) ¢ {1, ,{si,ti}}}‘
= dens(X) .

Wenn p; kein si-ti-Weg ist, so verbindet p; das Terminal s; mit einem Terminal t €
{tj; 1 <j <k}. Da s; € VAX und t; € X ist, dann gilt

cap(X) < dens(X)—1 . O

Abbildung 8.10: Hlustration der SCHNITT-PROZEDUR. Der Weg p (rot durchgezo-
gen), der von der SCHNITT-PROZEDUR berechnet wird, darunter der
durch p induzierte Schnitt, der in diesem Fall {ibersaturiert ist, da er
zusatzlich zu bereits verbundenen Terminalpaaren noch {s;, ti} trennt.
Wege p; sind rot gestrichelt, Wege q; griin.

Laufzeit: Mit UNION-FIND kann die RIGHT-FIRST-PROZEDUR zu Schritt 3 in O(n)

realisiert werden.
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Abbildung 8.11: Ein Problembeispiel fiir das Problem von Okamura & Seymour und
zugehoriges Problembeispiel mit Klammerstruktur bei Wahl von 5 als

Startterminal.
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Abbildung 8.12: Der erste Weg, den die RIGHT-FIRST-PROZEDUR fiir das Problem-

beispiel mit Klammerstruktur berechnet.
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Abbildung 8.13: Der zweite Weg, den die RIGHT-FIRST-PROZEDUR fiir das Problem-
beispiel mit Klammerstruktur berechnet.
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Abbildung 8.14: Der dritte Weg, den die RIGHT-FIRST-PROZEDUR fiir das Problem-
beispiel mit Klammerstruktur berechnet.
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Abbildung 8.15: Der vierte Weg, den die RIGHT-FIRST-PROZEDUR fiir das Problem-
beispiel mit Klammerstruktur berechnet.

Abbildung 8.16: Der fiinfte und letzte Weg, den die RIGHT-FIRST-PROZEDUR fiir
das Problembeispiel mit Klammerstruktur berechnet.
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Abbildung 8.17: Der in Schritt 2 berechnete Hilfsgraph E}, in dem die RIGHT-FIRST-
PROZEDUR fiir G und D arbeitet.

Abbildung 8.18: Der erste Weg, den die RIGHT-FIRST-PROZEDUR fiir G und D be-
rechnet, verbindet Terminalpaar 4.
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Abbildung 8.19: Der zweite Weg, den die RIGHT-FIRST-PROZEDUR fiir G und D
berechnet, verbindet Terminalpaar 5.

e 4)

(2

Abbildung 8.20: Der dritte Weg, den die RIGHT-FIRST-PROZEDUR fiir G und D
berechnet, verbindet Terminalpaar 3.
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Abbildung 8.21: Der vierte Weg, den die RIGHT-FIRST-PROZEDUR fiir G und D
berechnet, verbindet Terminalpaar 2.
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Abbildung 8.22: Der fiinfte Weg, den die RIGHT-FIRST-PROZEDUR fiir G und D
berechnet, verbindet Terminalpaar 1.
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Literaturliste

Zum Nachlesen von Grundlagenwissen ist [CSLRO1] ein gutes Buch unter vielen. Siche
auch [Man89] zum Thema Wachstumsraten von Funktionen, [Jun94] zum Thema Gra-

phentheorie, und [GJ79] zum Thema Komplexititsklassen.

Ein algorithmisch orientiertes Standardwerk zu planaren Graphen ist das Buch [NC89].
[Nis90] schreibt [NC89] fort. [Joh85] ist ein Ubersichtsartikel zur Komplexitét algorith-
mischer Probleme auf Graphen und enthélt auch einen Abschnitt iiber planare Gra-

phen.

Literaturangaben zu den Kapiteln der

Vorlesung
Kap. 1 Einfithrung [Aig84, RSSTI6]
Kap. 2 Grundlegende Eigenschaften [Aig84, Kapitel 4]
Kap. 3 Féarbung [Aig84, Kapitel 3]
Kap. 4 Planar Separator Theorem [LT79]

(Der in der Vorlesung vorgestellte Beweis ist wesentlich vereinfacht.
Die garantierte Maximalgrofle eines Separators ist dadurch unwe-
sentlich grofer als in der Originalarbeit.)

Matching maximalen Gewichts [LT80]
Mixed-Max-Cut-Algorithmus [SWK90]
Via-Minimierung [Pin84, KCS8Y]
Kantendisjunkter Menger-Algorithmus [Wei94, Cou97]
Knotendisjunkter Menger-Algorithmus [RLWW97]
Das Okamura-Seymour-Problem [OS81, WW95]
Ubersichtsartikel zu Wegpackungsproblemen [Wag93]
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Zusatzliche Literaturangaben zu ausgewahltem

Ubungsstoff
Isomorphie vergl. [BM76, Abschnitt 1.2]
Einbettung in verschiedene Flachen [Whi84, Kapitel 5]
Mafe fiir die Ndhe zur Planaritt [Lie96]
Satz von Whitney [Aig84, Satz 4.7]
Satz von Steinitz [Grii67, Kapitel 13]
Choosability [Tho94, Voi93]
Straight line embedding [Fardsg]
Satz von Menger [Aig84, Satz 4.4 und Folgerung 4.5]
Satz von Vizing [Aig84, Satz 5.6]
Dualer Graph im Sinne von Whitney [Aig84, Satz 4.11]
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