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Multiway Cut

Problemdefinition

Multiway Cut
geg: Graph G = (V, E), Gewichte c: E — R™,
Terminale S = {s1,8,...,8} C V
ges: Multiway Cut C C E, sodass firalle 1 </ < j < k qilt:
sjund s;in G' = (V, C) separiert und ¢(C) minimal
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Multiway Cut

Problemdefinition

Multiway Cut
geg: Graph G = (V, E), Gewichte c: E — R™,
Terminale S = {s1,8,...,8} C V
ges: Multiway Cut C C E, sodass firalle 1 </ < j < k qilt:
sjund s;in G' = (V, C) separiert und ¢(C) minimal

NP-schwer schon fir k = 3
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L P-Formulierung

> Ak ={x eRF | x>0,3K, x; =1} ((k — 1)-dim. Simplex)
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Multiway Cut

L P-Formulierung

> Ak ={x eRF | x>0,3K, x; =1} ((k — 1)-dim. Simplex)

minimiere S uvee c(uv) - d(uv)
so dass:
dwv) = 3L IX—xj| VuveE
s = 1 WweV  IxeA,
Xs; = € VS,'GS
anm e
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Multiway Cut

L P-Formulierung

> Ak ={x eRF | x>0,3K, x; =1} ((k — 1)-dim. Simplex)

minimiere S uvee c(uv) - d(uv)
so dass:
dwv) = 3L IX—xj| VuveE
SKoxi = 1 YweV  /lxel
Xs;, = € Vs e S

1

> als ILP werden nur die Ecken von Ay belegt
> Kanten haben Lange 0 oder 1
> C={ecE|dle) =1}
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Multiway Cut

Ein Lemma

Lemma

Ohne Einschrédnkung gilt in einer optimalen Lésung Xopt:
Xy und x, fiir uv € E unterscheiden sich an hdchstens zwei Stellen

Beweisskizze siehe Tafel
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Multiway Cut

Algorithmus mittels randomisiertem Runden

> Ej={uvecE|x,+#x}
> Wi =73 g c(e)d(e); oBdA: Wi = max; W,
> B(si,p) ={veV|xl>p}firpec(0,1)

Algorithmus 1 : Randomisiertes Runden

bestimme optimale fraktionale Lsg. xopt
best. zufallig p € (0,1) und o € {(1,2,...,k—1,k),(k—1,...,2,1,k)}
fori=1,....,k—1do
| Vot < B(si,p) \ Uj<iVo(
end
Vi = V\ Uj<k Vo)
C={uveE|luecV,veV,i#j}
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Multiway Cut

Approximationsfaktor

Q firec E\ Ex:Prlec C] <3/2-d(e)
Q firec Ex: Prlec C] < d(e)
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Multiway Cut

Approximationsfaktor

Q firec E\ Ex:Prlec C] <3/2-d(e)
Q firec Ex: Prlec C] < d(e)

Es qilt
E[c(C)] < (3/2 —1/k)OPTirac.
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Multicut

Problemdefinition

geg: Graph G = (V,E), Gewichte c: E — R™,

Paare S = {(s1,t),(s2,£2),...,(Sk, tk)} C V2 (si#t)
ges: Multicut C C E, so dass fur alle 1 </ < k qilt:

siund tjin G = (V, E\ C) separiert und ¢(C) minimal
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Multicut

Problemdefinition

geg: Graph G = (V,E), Gewichte c: E — R™,

Paare S = {(s1,t),(s2,£2),...,(Sk, tk)} C V2 (si#t)
ges: Multicut C C E, so dass fur alle 1 </ < k qilt:

siund tjin G = (V, E\ C) separiert und ¢(C) minimal

> Verallgemeinerung von Multiway Cut
= NP-schwer schon fir k = 3
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Multicut

Problemdefinition

geg: Graph G = (V,E), Gewichte c: E — R™,

Paare S = {(s1,t),(s2,£2),...,(Sk, tk)} C V2 (si#t)
ges: Multicut C C E, so dass fur alle 1 </ < k qilt:

siund tjin G = (V, E\ C) separiert und ¢(C) minimal

> Verallgemeinerung von Multiway Cut
= NP-schwer schon fir k = 3
> Hier: Spezialfall G ist ein Baum

> eindeutiger Pfad p; zwischen s; und t;
> C muss eine Kante e € p; enthalten
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Multicut

Problemdefinition

geg: Graph G = (V,E), Gewichte c: E — R™,

Paare S = {(s1,t),(s2,£2),...,(Sk, tk)} C V2 (si#t)
ges: Multicut C C E, so dass fur alle 1 </ < k qilt:

siund tjin G = (V, E\ C) separiert und ¢(C) minimal

> Verallgemeinerung von Multiway Cut
= NP-schwer schon flir k = 3
> Hier: Spezialfall G ist ein Baum
> eindeutiger Pfad p; zwischen s; und t;
> C muss eine Kante e € p; enthalten

> Ubung: Zeige NP-schwer schon fiir Hshe 1 und ¢ = 1
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LP-Formulierung
Primales LP
minimiere Y eceC(e)-d(e)

so dass:
Zeepid(e) > 1 i=1,...,k
dle) € {0,1} ecE
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Multicut

L P-Formulierung

Primales LP

minimiere Y eceC(e)-d(e)
so dass:
Yecp dle) > 1 i=1,...,k
dle) > 0 ecE

Duales LP

maximiere i
so dass:
Zi:eep,-f/ = C(e) eckE
i > 0 i=1,....k
Al o2
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Multicut

Interpretation des dualen LP

maximiere Zf'(=1 fi
so dass:
Do ‘ocp: fi < c(e) ecE
i > 0 i=1,...,k

> Mehrfach-Guiterflussproblem mit Giterni=1,...,
> f; reprasentiert den Fluss von Gut /
> Kanten haben Kapazitat c(e)
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Interpretation des dualen LP

maximiere Sk f
so dass:
2 ieep,

‘_h

< c(e) ecE
> 0 i=1,...,k

=h

> Mehrfach-Guterflussproblem mit Giterni=1,... k
> f; reprasentiert den Fluss von Gut /
> Kanten haben Kapazitat c(e)

> Dualitatsatze:

> zuldssiger Fluss ist untere Schranke fir minimalen Multicut
> maximaler Fluss = minimaler (fraktionaler) Multicut
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Interpretation des dualen LP

maximiere ZL f;

so dass:
> iecp;

‘_h

< c(e) ecE
> 0 i=1,...,k

=h

> Mehrfach-Guterflussproblem mit Giterni=1,... k
> f; reprasentiert den Fluss von Gut /
> Kanten haben Kapazitat c(e)

> Dualitatsatze:
> zuldssiger Fluss ist untere Schranke fir minimalen Multicut
> maximaler Fluss = minimaler (fraktionaler) Multicut

> Einschrénkung: ganzzahliger Fluss und c(e) € Z
=) 5
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Multicut

Primal-duales Schema

Primale Schlupfbedingung
d(e) #0= > cep, fi = c(e) e =1
oder: jede Kante in C ist gesdttigt

Duale relaxierte Schlupfbedingung
f,-;éO:>Ze€pid(e)§2 118 =2
oder: auf jedem s;-t; Pfad mit Fluss > 0 sind max. zwei Kanten in C
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Multicut

Primal-duales Schema

Primale Schlupfbedingung
d(e) #0= > cep, fi = c(e) e =1
oder: jede Kante in C ist gesdttigt

Duale relaxierte Schlupfbedingung
f,-;éO:>Ze€pid(e)§2 118 =2
oder: auf jedem s;-t; Pfad mit Fluss > 0 sind max. zwei Kanten in C

> Algorithmus verbessert gleichzeitig Optimalitat des Flusses und
Zulassigkeit des Multicuts
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Multicut

Primal-dualer Algorithmus

Algorithmus 2 : Multicut und Mehrfach-Guterfluss in Baumen

wabhle beliebigen Knoten als Wurzel von G

initialisiere f < 0 und C « ()

for v € V geordnet nach nichtabsteigender Tiefe do
fir jedes Paar (s;, t;) mit Ica(s;, tj) = v erhdhe Fluss maximal
C «— C U geséttigte Kanten

end

for Kanten e € C in umgekehrter Einfligereihenfolge do

| falls C\ {e} Multicut entferne e aus C
end
gib fund C aus
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Multicut

Approximationsfaktor

Lemma

Fir (s, t;) mitf; # 0 und Ica(s;, t;) = v gilt:
es ist héchstens eine Kante von s; ~ v und t; ~ v in C.
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Multicut

Approximationsfaktor

Lemma

Fir (s, t;) mitf; # 0 und Ica(s;, t;) = v gilt:
es ist héchstens eine Kante von s; ~ v und t; ~ v in C.

Der Algorithmus approximiert den minimalen Multicut mit Faktor 2
und den maximalen Mehrfach-Guterfluss mit Faktor 1/2.
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Multicut

Zusammenfassung
Problem | Technik | Approx.faktor
Multiway Cut randomisiertes Runden 3/2
Multicut primal-duales Schema 2
Mehrfach-Guterfluss | primal-duales Schema 1/2
4Anm o2
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