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Kodierung

e bindr (n € N durch |log,(n)| + 1 bits kodiert)
e unar (n € N durch n bits kodiert)

o 13 = 11011 = 1111111111111 5,

Fiir jede Instanz I eines Problems gilt : |I|unsr > | |pings

Komplexitat hangt von der Kodierung ab!

> Problemy;ns: NP-schwer, Problem,,;, polynomiell l6sbar :
gewohnlich NP-schwer

> Problemy;nz, NP-schwer, Problemns, NP-schwer :
streng NP-schwer



Allgemeine Vorgehensweise

Angenommen es gibt einen passenden
Approximationsalgorithmus fiir das Problem X.

= /7 besitzt einen polynomiellen Algorithmus

= /5 besitzt einen polynomiellen Algorithmus

= 7. besitzt einen polynomiellen Algorithmus, und es ist

nachgewiesen dass Z; NP-schwer
Widerspruch, falls P # NP




Notation
> Problem X durch die Menge seiner Instanzen [x identifiziert.
> St,, : Menge der Losungen der Instanz Ix.
> sr, € Sty eine Losung der Instanz Ix
> c: S, — R, Ry, Z, N Kostenfunktion (bzw. Giitefunktion).

> OPT(Ix) : Kosten der Optimalen Losung von Ix.



A FPTAS

Beispiel:
P||Ciuax : Minimierung der Abarbeitungszeit auf
identischen Maschinen:

e m € N identische Maschinen
e n € N Auftrage

e p; € N, die Laufzeit des j—ten Auftrags

streng NP-schwer (d.h. Kodierung egal).
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A FPTAS - Beispiel

Z.B. unare Kodierung:

11$11111%111%111111111%11%11111111

Bendtigte bits: m +(1+n—1) +»  pj =m+n+ Poum

j=1
N——

Psum
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Satz 1: (gutartig & streng NP-schwer = A FPTAS)
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Satz 1: (gutartig & streng NP-schwer = A FPTAS)

1. X streng NP-schwer.
2. Alle Losungen haben Kosten € Z

3. OpT ist durch ein Polynom in |I |5 beschrankt
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A FPTAS

Satz 2: (sehr gutartig & NP-schwer = A FPTAS)

1. X NP-schwer.
2. Alle Losungen haben Kosten € Z

3. OPT ist durch ein Polynom in |I s beschrankt

= A FPTAS.
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> n € N Gegenstande

> v; € N Volumen des j-ten Gegenstandes
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Satz 2-Beispiel
2-D Rucksackproblem (ohne ,, Werte"):

> n € N Gegenstande

> v; € N Volumen des j-ten Gegenstandes
> w; € N Gewicht des j-ten Gegenstandes
> V' € N Volumenkapazitat des Rucksacks

> W € N Gewichtskapazitat des Rucksacks

Suche T'C {1,...,n}, so dass

2 ierVi SV, D icrw; < W und |T| maximal.
pseudopolynomiell losbar, aber:

NP-schwer

orr(I) < p(|I]) v, fir p(X) = X= A FPTAS



A PTAS - Die Liickentechnik

Die Liickentechnik (fiir Minimierungsprobleme)
Betrachte ganzz. Minimierungsproblem Y. Gegeben:

> X NP-schweres Entscheidungsproblem

> Transformation 7 : X — Y polynomiell berechenbar.
> a,b €N, a < b fest.

> I'x € X JA-Instanz = OprT(7(Ix)) < a

> Ix € X NEIN-Instanz = OpT(r(Ix)) > b
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Die Liickentechnik (fiir Minimierungsprobleme)
Betrachte ganzz. Minimierungsproblem Y. Gegeben:

> X NP-schweres Entscheidungsproblem

> Transformation 7 : X — Y polynomiell berechenbar.
> a,b €N, a < b fest.

> I'x € X JA-Instanz = OprT(7(Ix)) < a

> I'x € X NEIN-Instanz = Op1(7(Ix)) > b

= Y hat kein p-Approximationsalgorithmus mit p < 2
Insbesondere hat Y kein PTAS.
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A PTAS - Die Liickentechnik

Angenommen dp-Approximationsalgorithmus mit p < %
Ix € X, IYZT(IX) cY

Falls c(sr,,) > b dann b < c¢(s1,) < p- OpPT(ly)
<2.0pr(ly) = 1<1.-0OprrT(ly)

= a < OPT(ly) = Ix ist NEIN-Instanz.

Analog: c(s1,) < a = Ix ist JA-Instanz

= X polynomiell losbar Widerspruch, falls P # NP



Die Luckentechnik-Lenstras
Unmoglichkeitssatz

Lenstras Unmaoglichkeitssatz
(Spezialfall der Liickentechnik).

> Y ganzz. Minimierungsproblem
> g € N, fest

> ,Hat Y Lsg. mit Kosten < g" sei NP-schwer

= Y hat kein p-Approximationsalgorithmus mit p < 9%1
Insbesondere hat Y kein PTAS.
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Y = R||Ciax, Minimierung der Abarbeitungszeit von n
Auftragen auf m unabhangige Maschinen.
Abarbeitungszeit von Auftrag J; hangt von Maschine M;
ab, betragt p;;.
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Lenstras Unmaoglichkeitssatz - Beispiel

R||Cinax hat kein p-Approximationsalgorithmus fiir p < 3
Hilfsmittel: NP-schweres 3-Dimensionale
Zuordnungsproblem (3DZP):

DAZ{CLl,...,CLq}, B:{bl,...,bq}, C:{cl,...,cq}
>T CAxBxC

> 37" C T, |T'| = q, das AU B U C' iiberdeckt?

Polynomielle Reduktion von 3DZP auf R||Cax:

’T’ =m ,1;> (CL]', by, Cl) — M, = M(TZ)

AU BUC 3 x — Elementauftrag J(x). (insg. 3q)
Zusatzlich: |T'| — g Platzhalterauftrage.
Abarbeitungszeiten: x € T;, J(x) auf M; 1, sonst 3.
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Lenstras Unmaoglichkeitssatz - Beispiel

T" enthallt perfekte Zuordnung

<7 Ablaufplannung der Lange 3
Da 3DZP NP-schwer ist, ist es auch
» R||Ciax hat Lsg. mit Kosten < 3"

Lenstra,

> Ap - Approx.alg. mit p < 5
Insbesondere gibt es kein FPTAS fiir dieses Problem.
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Liel: Zeige dass...
...X NP-schwer. Bew: Polynomielle Reduktion

...X APX-schwer. Bew: Approximierbarkeitsbewahrende
Reduktion.

Es gibt verschiedene solche Reduktionen.
/ .B. die L-Reduktion.
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Kein PTAS - L-Reduktion

Gegeben: Minimierungsprobleme X, Y.
L-Reduktion: Paar von Funktionen (R, .S):

> R: X — Y, polynomiell berechenbar

> S Sr, — Sry, polynomiell berechenbar

> Ja € RT : OpT(R(Ix)) < a-OprT(Ix)

> 3B € R ¢ [e(S(s1y)) — OPT(Ix)| < B-|e(sy) — OPT(R(Iy))

LOPT wird nicht viel schlechter”
Man entfernt sich nicht sehr vom OpT"
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L-Reduktion ist
approximierbarkeitsbewahrend - Beweis

Beweis:
c(S(sry)) = OPT(x)| _ Ble(sr,) = OPT(Iy)
OprT(Iyx) B OPT(Ix)
c(sr.) — OPT([] c(sr.) — OPT([
! S S A

<e
afe ist eine Konstante

= Die L-Reduktion liefert einen (1 + afe) -
Approximationsalgorithmus fiir das Problem X.



L-Reduktion ist
approximierbarkeitsbewahrend

Satz:

X,Y Optimierungsprobleme, (R, S) eine L-Reduktion
von X nach Y .Dann gilt:

Y besitzt ein PTAS = X besitzt ein PTAS.

X besitzt kein PTAS = Y besitzt kein PTAS.
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L-Reduktion ist
approximierbarkeitsbewahrend

Satz:

X,Y Optimierungsprobleme, (R, S) eine L-Reduktion
von X nach Y .Dann gilt:

Y besitzt ein PTAS = X besitzt ein PTAS.

X besitzt kein PTAS = Y besitzt kein PTAS.

Satz:
APX-schweres Problem hat ein PTAS = P = NP.
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Vorbemerkungen:
Max-3DM-B: Optimierungsversion des
3D-Zuordnungsproblems:

DAZ{CLl,...,CLq}, B:{bl,...,bq}, O:{Cl,...

>T CAxBxC

>Vre AUBUC 1 <|{teT: xet} <3
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L-Reduktion - Beispiel

Vorbemerkungen:

Max-3DM-B: Optimierungsversion des
3D-Zuordnungsproblems:

> A={a,...,a.}, B=A{b1,...,bq}, C =Ac1,...,cq}
>T CAxBxC
>Vre AUBUC 1 <|{teT: xet} <3

Finde T C T maximaler Kardinalitat, so dass je zwei
Tripel in allen Komponenten verschieden sind.
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L-Reduktion - Beispiel

Vorbemerkungen:
Max-3DM-B: Optimierungsversion des
3D-Zuordnungsproblems:

> A={a,...,a.}, B=A{b1,...,bq}, C =Ac1,...,cq}
>T CAxBxC
>Vre AUBUC 1 <|{teT: xet} <3
Finde T C T maximaler Kardinalitat, so dass je zwei

Tripel in allen Komponenten verschieden sind.
Spezialfall: Nur Instanzen fiir die OPT = q.
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L-Reduktion - Beispiel

Max-3DM-B- Beispiel:
q=3
A= {Cll, a9, ag}, B = {bl, bg, bg}, C = {Cl, Co, Cg}
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L-Reduktion - Beispiel

Max-3DM-B- Beispiel:

q=3

A= {&1,&2,&3}, B = {bl,bg,bg}, C = {61,02,63}
T = {(al, bl, Cl), (CLQ, bg, CQ), (CLg, bg, Cg), (CLl, bl, CQ)}
Vee AUBUC : 3teT: xct
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L-Reduktion - Beispiel

Max-3DM-B- Beispiel:

q=73

A= {&1,&2,&3}, B = {bl,bg,bg}, C = {61,02,63}
1 = {(0,1, b17 Cl)a (a27 b27 62)7 (CLg, b37 63)7 (alv b17 62)}
Vee AUBUC : dteTl: xzet

T" = {(ah b17 Cl)7 (a'27 b27 62)7 (a'37 b37 63)},

T CT,|T| =3
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L-Reduktion - Beispiel

Max-3DM-B- Beispiel:

q=3

A= {&1,&2,&3}, B = {bl,bg, bg}, C = {61,02,63}
1" = {(0,1, b17 Cl)a (a27 b27 62)7 (CLg, b37 63)7 (alv b17 62)}
Vre AUBUC : dJteTl: xzet

T" = {(ah b17 Cl)7 (a'27 b27 62)7 (a'37 b37 63)},
T'CT,|T'| =3

T" = {(CLl, bl? 62)7 (CLg, b37 63)}1

T// g T, ‘T”’ — 2
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L-Reduktion - Beispiel

Vorbemerkungen:
R||>" L?: Ablaufplannung von n Auftrigen auf m
unabhangige Maschinen.
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L-Reduktion - Beispiel

Vorbemerkungen:

R||>" L?: Ablaufplannung von n Auftrigen auf m
unabhangige Maschinen.

Abarbeitungszeit von Auftrag J; auf Maschine M; ist p;;.
Minimiere Y L?, wobei L; die Belastung (,, Arbeitszeit")
von Mz
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Ziel: R||>" L? ist APX-schwer.
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L-Reduktion - Beispiel

Ziel: R||>" L? ist APX-schwer.
Bekannt: MAX-3DM-B ist APX-schwer.
Es geniigt eine L-Reduktion von MAX-3DM-B auf

R|[ 3L

Vorgehensweise:

e Suche geeignete Funktionen R, S

e Uberpriife ob es «, 3 gibt, fiir die die Bedingungen erfiillt
werden.

14



R: Max-3DM-B — R|| "

Al =Bl =|Cl=q ~ m=3q, n=>5q
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R: Max-3DM-B — R|| 3" L?

Al =|B|=[Cl=q ~ m=3q, n=>5q
teT ~ M(t)
3q — |T'| Platzhaltermaschinen

14



R: Max-3DM-B — R|| 3" L?

Al =[B]|=[C|=q ~ m=3q, n=>5¢
tel ~ M(t)

3q — |T'| Platzhaltermaschinen
a, € AUBUC ~ J(CLZ)

2q Platzhalterauftrage

14



14

R: Max-3DM-B — R|| "

Al =[B]|=[C|=q ~ m=3q, n=>5¢
tel ~ M(t)

3q — |T'| Platzhaltermaschinen
a, € AUBUC ~ J(CLZ)

2q Platzhalterauftrage

Abarbeitungszeiten: (z € t, M; = M(t))

J(x) 1
Platzhalterauftrag | 3




14

R: Max-3DM-B — R|| 3" L?

Al =[B]|=[C|=q ~ m=3q, n=>5¢
tel ~ M(t)

3q — |T'| Platzhaltermaschinen
a, € AUBUC ~ J(CLZ)

2q Platzhalterauftrage

Abarbeitungszeiten: (z € t, M; = M(t))

J(x) 1
Platzhalterauftrag | 3
Polynomiell berechenbar?




14

R: Max-3DM-B — R|| 3" L?

Al =[B]|=[C|=q ~ m=3q, n=>5¢
tel ~ M(t)

3q — |T'| Platzhaltermaschinen
a, € AUBUC ~ J(CLZ)

2q Platzhalterauftrage

Abarbeitungszeiten: (z € t, M; = M(t))

J(x) 1
Platzhalterauftrag | 3
Polynomiell berechenbar?/




S SRHZL? — SMax-3DM-B

Gegeben: Ablaufplannung s.

Die Maschine M, heillt gut in s, wenn sie 3 Auftrage der

Lange 1 abarbeitet (das konnen nur , ihre eigene*
Auftrage sein).
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S SRHZL? — SMax-3DM-B

Gegeben: Ablaufplannung s.

Die Maschine M, heillt gut in s, wenn sie 3 Auftrage der
Lange 1 abarbeitet (das konnen nur , ihre eigene*
Auftrage sein).

Fasse die drei Auftrage einer guten Maschine zu einem
ripel zusammen.

Die Menge aller solcher Tripel sel S(SRHZLf)'
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S SRHZL? — SMax-3DM-B

Gegeben: Ablaufplannung s.

Die Maschine M, heillt gut in s, wenn sie 3 Auftrage der
Lange 1 abarbeitet (das konnen nur , ihre eigene*
Auftrage sein).

Fasse die drei Auftrage einer guten Maschine zu einem
ripel zusammen.

Die Menge aller solcher Tripel sel S(SRHZLf)'
Polynomiell berechenbar?/




Opt(IRHZLZZ) < «- Opt([Max-3DM—B)
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Opt(IRHZLzz) < a - Opt(/max-30m-8)

Es gilt OPT(IMAX_gDM_B) = q.
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> Fur (aj,bk,cl) =1 € OPT(IMAX—?)DM—B) teile J(aj),,](bk),](cl)
M(t) zu.
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Opt(IRHZLg) < « - Opt(IMax-3DM—B)

Es gilt OPT(IMAX_gDM_B) = q.
Man betrachte die Ablaufplanung s’

> Fur (aj,bk,cl) =1 € OPT(IMAX—?)DM—B) teile J(&j),J(bk),J(Cl)
M(t) zu.

> Teile den 2¢q Platzhaltermaschinen je einen Platzhalterauftrag zu.

= Alle Maschinen haben Belastung L; = 3 und damit
c(s') = Z?ﬁl L? =3q-3*=27q.
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Opt(IRHZLg) < « - Opt(IMax-3DM—B)

Es gilt OPT(IMAX—SDM—B) = q.
Man betrachte die Ablaufplanung s’

> Fur (aj,bk,cl) =1 € OPT(IMAX—?)DM—B) teile J(&j),J(bk),J(Cl)
M(t) zu.

> Teile den 2¢q Platzhaltermaschinen je einen Platzhalterauftrag zu.
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Opt(IRHZLg) < « - Opt(IMax-3DM—B)

Es gilt OPT(IMAX_gDM_B) = q.
Man betrachte die Ablaufplanung s’

> Fur (aj,bk,cl) =1 € OPT(IMAX—?)DM—B) teile J(&j),J(bk),J(Cl)
M(t) zu.

> Teile den 2¢q Platzhaltermaschinen je einen Platzhalterauftrag zu.

= Alle Maschinen haben Belastung L; = 3 und damit
c(s') = Z?ﬁl L? =3q-3*=27q.
OPT(R(Imax-3pM-B)) < 27q = 270PT (Iniax-3DM-B)
Bedingung erfiillt fiir o = 27.



c(S(spy s 12)) — OPt(IMax-30m-B)| <
G- ‘C(SRHZLZZ) - Opt(IRHZL?)‘
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c(S(spy s 12)) — OPt(IMax-30m-B)| <
B - le(sgy s r2) — OPt(L gy 5o 12)]

Falls 4 Auftrag mit Abarbeitungszeit oo:
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c(S(spy s 12)) — OPt(IMax-30m-B)| <
oR ‘C(SRHZL?) - Opt(IRHZL%)‘
Falls 9 Auftrag mit Abarbeitungszeit oco:v Sonst:

Sei my = # Maschinen die k£ Auftrage der Lange 1
abarbeiten, k € {0,1, 2,3}
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c(S(spy s 12)) — OPt(IMax-30m-B)| <
B - le(sgy s r2) — OPt(L gy 5o 12)]

Falls 9 Auftrag mit Abarbeitungszeit oco:v Sonst:
Sei my = # Maschinen die k£ Auftrage der Lange 1
abarbeiten, k € {0,1, 2,3}

(Erinnerung: C(S(SRHZL%)) = m3)
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c(S(spy s 12)) — OPt(IMax-30m-B)| <
B - le(sgy s r2) — OPt(L gy 5o 12)]

Falls 9 Auftrag mit Abarbeitungszeit oco:v Sonst:
Sei my = # Maschinen die k£ Auftrage der Lange 1
abarbeiten, k € {0,1, 2,3}

(Erinnerung: C(S(SRHZL%)) = m3)
3q:mo—|—m1—|—m2—|—m3

Die Anzahl der Auftrage der Lange 1 sind:

36] = M + 2m2 + 37713
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c(S(spy s 12)) — OPt(IMax-30m-B)| <
B - le(sgy s r2) — OPt(L gy 5o 12)]

Falls 9 Auftrag mit Abarbeitungszeit oco:v Sonst:
Sei my = # Maschinen die k£ Auftrage der Lange 1
abarbeiten, k € {0,1, 2,3}

(Erinnerung: C(S(SRHZL%)) = m3)
3q:mo—|—m1—|—m2—|—m3

Die Anzahl der Auftrage der Lange 1 sind:

3q = M + 2m2 + 37713

Spater: ¢(s) > 29g — 2mg3. Damit:
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c(S(spy s 12)) — OPt(IMax-30m-B)| <
B - le(sgy s r2) — OPt(L gy 5o 12)]

Falls 3 Auftrag mit Abarbeitungszeit co:v" Sonst:

Sei m; = # Maschinen die k£ Auftrage der Lange 1
abarbeiten, k € {0,1, 2,3}

(Erinnerung: C(S(SRHZL%)) = m3)
3q:mo—|—m1—|—m2—|—m3

Die Anzahl der Auftrage der Lange 1 sind:

3q = M + 2m2 + 37713

Spater: ¢(s) > 29q — 2mg3. Damit:

(S (s 12)) — OPT(Inax-3DM-B)|= ¢ — 3=
2(29¢—2m3—27q)= %]c(sRH ZLZZ)_OPT(R(IMAX—BDM—B))’-
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und die Bedingung ist fiir § = % erfiillt.
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Noch zu zeigen: c(s) > 29q — 2ms

Zwel Falle:

> Maschinen mit Belastung <

auftrage aufzunehmen.

> Maschinen mit Belastung
auftrage aufzunehmen

1 reichen aus um alle Platzhalter-

< 2 reichen aus um alle Platzhalter-
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Noch zu zeigen: c(s) > 29q — 2ms

Zwel Falle:

> Maschinen mit Belastung < 1 reichen aus um alle Platzhalter-
auftrage aufzunehmen.

> Maschinen mit Belastung < 2 reichen aus um alle Platzhalter-
auftrage aufzunehmen (und die mit Belastung < 1 nicht).



Noch zu zeigen: c(s) > 29q — 2ms

Zwel Falle:

> Maschinen mit Belastung < 1 reichen aus um alle Platzhalter-
auftrage aufzunehmen.

> Maschinen mit Belastung < 2 reichen aus um alle Platzhalter-
auftrage aufzunehmen (und die mit Belastung < 1 nicht).

In beiden Fallen kann gezeigt werden, dass
c(s) > 29q — 2mg O
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L-Reduktion - Ubersicht
Ziel: Zeige dass R|| > L? APX-schwer ist.
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L-Reduktion - Ubersicht

Ziel: Zeige dass R|| > L? APX-schwer ist.
Flihre L-Reduktion MAX-3DM-B darauf

> Finde R um aus einer Instanz von MAX-3DM-B eine von
R||>" L? zu konstruieren

> Finde S um aus einer Losung von R||>. L? eine von MAX-
3DM-B zu konstruieren

> Priife ob es ein a € N gibt das OPT(R(Inyax-3pM-B)) < « -

> Prife ob es ein 3 € N gbt das [s(S(sgy r2) —
OPT(IMAX_gDM_B)| S 5 . ‘C(SRHZ L%) — OPT(R(IMAX—3DM—B))|

= auch R|| " L? ist APX-schwer.



Zusammenfassung

Widerlegung der Existenz eines AS

15



> kein FPTAS

Zusammenfassung
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Zusammenfassung

o gutartig und streng NP-schwer = A FPTAS
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Zusammenfassung

o sehr gutartig und NP-schwer = A FPTAS
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> kein PTAS

Zusammenfassung
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Zusammenfassung

¢ die Lickentechnik
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Zusammenfassung

¢ APX-Vollstandigkeit
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Zusammenfassung

- L-Reduktion
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Fragen?

Danke fur lhre Aufmerksamkeit!
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